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Resumo  
 
As placas de aterosclerose desenvolvem-se principalmente nas artérias carótidas que são 
vasos responsáveis pela condução do sangue para o cérebro. Das múltiplas doenças 
cardiovasculares o acidente vascular cerebral é uma das principais causas de morte nos países 
desenvolvidos. O conhecimento da hemodinâmica da bifurcação da carótida comum é 
bastante importante para várias aplicações clinicas. 
A presente dissertação tem como principal objetivo o estudo do fluxo sanguíneo da bifurcação 
da carótida comum a partir de observações Doppler. Para o efeito é estudada a hemodinâmica 
da bifurcação da artéria carótida em três pacientes, um sem estenose visível e dois que 
apresentam patologias, ou seja, carótidas com graus de estenose elevados. 
Para análise do escoamento sanguíneo criaram-se modelos tridimensionais utilizando o 
programa comercial FEMAP. A simulação numérica é efetuada no software comercial 
FLUENT. Para definição das condições fronteira, nomeadamente o perfil de Womersley, foi 
desenvolvido software em linguagem MATLAB. 
Para além do estudo do campo de velocidades e tensões de corte nas paredes apresentam-se 
alguns fatores hemodinâmicos que permitem caraterizar o escoamento sanguíneo na 
bifurcação da carótida comum. 
Neste estudo verifica-se que os parâmetros hemodinâmicos escolhidos são capazes de 
identificar zonas de fluxo anormal, estagnação e refluxo em todos os modelos analisados. 
Esta identificação pode permitir testar hipóteses e resolver importantes problemas vasculares 
melhorando o diagnóstico e o tratamento da aterosclerose das artérias carótidas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Palavras-chaves: 
Hemodinâmica da bifurcação da carótida comum, Aterosclerose, Observações Doppler, 
Reconstrução tridimensional, Método dos volumes finitos, Perfil de Womersley 
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Hemodynamic Study of Carotid Artery Bifurcation towards clinical 
application 
Abstract 
 
Among multiple cardiovascular diseases stroke is one of the main causes of death in 
developed countries. Atherosclerotic plaques develop mainly in the carotid arteries, vessels 
conducting blood to the brain. Knowledge of the hemodynamic behavior at the carotid 
bifurcation is very important In order to understand clinically relevant blood flow problems 
and to be able to develop clinical applications. 
The main goal of this dissertation is to improve methodologies for the analysis of patient-
specific blood flow behavior at the carotid bifurcation based on Doppler observations. In 
order to do so, ultrasound images from three individuals are analyzed: one is normal, with no 
visible stenosis, and the other two exhibit varying degrees of pathology, both presenting a 
high degree of carotid stenosis.  
Based on Doppler B-mode images, three-dimensional models of the carotid bifurcation were 
created using the commercial program FEMAP.  Boundary velocity conditions based on data 
collected from Doppler PW images were imposed on the numerical simulations performed 
with the commercial software FLUENT. During this master thesis, a MATLAB code was 
specifically developed to calculate (pulsatile) Womersley velocity profiles based on velocity 
waveforms acquired during Doppler examination. Results were validated using patient’s 
Doppler data.  
Velocity and wall shear stress distributions are presented and hemodynamic wall shear stress 
based factors are calculated allowing the characterization of blood flow at the carotid 
bifurcation. 
This study suggests that the chosen hemodynamic parameters are capable of identifying areas 
of abnormal flow, stagnation and reversals at all three analyzed models. This identification 
may enable the testing of hypotheses and understanding of important vascular problems 
contributing towards diagnosis improvement and treatment of atherosclerosis in the carotid 
arteries. 
 
 
 
 
 
 
 
Keywords: 
Carotid bifurcation; Hemodynamics; Wall Shear Stress based  Factors; Doppler observations; 
Three-dimensional Volume Reconstruction; Finite Volume Simulation; Womersley Profile. 
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1 Introdução 
 
Esta dissertação de mestrado foi realizada no âmbito do curso de Mestrado Integrado em 
Engenharia Mecânica da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, do ramo Projeto 
e Construção Mecânica, tendo por objetivo o estudo da hemodinâmica do fluxo sanguíneo na 
bifurcação da carótida comum. 
O coração Humano é uma “máquina” que nunca para e que bate em média cerca de cem mil 
vezes por dia; é responsável por assegurar o transporte de sangue através do corpo Humano, 
num percurso equivalente a cerca de dezanove mil quilómetros num só dia ("Amazing Heart 
Facts." 2000). 
As carótidas são vasos responsáveis pela condução do sangue arterial ao cérebro. A 
aterosclerose é a principal causa de obstrução das artérias carótidas resultando da acumulação 
de placas ricas em gordura na parede dos vasos sanguíneos e provocando uma diminuição na 
secção do lúmen arterial que associada à natureza pulsátil do fluxo sanguíneo pode 
transformar o regime laminar, natural do fluxo, num regime turbulento, que contribuí 
ativamente para a progressão da doença. 
O recurso a modelos matemáticos para simulação do fluxo sanguíneo é uma importante 
ferramenta, podendo ser usada no diagnóstico bem como no estudo dos aspetos terapêuticos 
do fluxo sanguíneo. 
Nos últimos anos, vários modelos matemáticos foram criados, muitos deles com o objetivo 
específico de estudar o fluxo sanguíneo nas artérias, nomeadamente em regiões onde existe 
diminuição da secção do lúmen arterial (Sousa L. C. 2012; Santos A. 2012; Lee et al. 2008; 
Khader et al. 2011). 
O objetivo do presente estudo é a análise numérica, pelo método dos volumes finitos, 
utilizando o programa comercial Ansys® FLUENT, do comportamento hemodinâmico do 
sangue nas artérias carótidas tendo em vista a aplicação hospitalar.   
Para o efeito é necessário criar um modelo baseado em dados experimentais relativos à 
geometria e velocidades do sangue. Ao abrigo do projeto PTDC/SAU-BEB/102547/2008 - 
Simulação computacional do sistema cardiovascular tendo em vista aplicação hospitalar, 
envolvendo as instituições IDMEC, INEGI e FMUP onde foram recolhidas observações 
Doppler das carótidas de utentes hospitalares na unidade Neurossonologia do Departamento 
de Neurologia do Hospital de S. João no Porto.  
As etapas necessárias para a concretização do objetivo deste trabalho são apresentadas: 
 
 Efetuar uma pesquisa bibliográfica da hemodinâmica da bifurcação da carótida; 
 Desenvolver o modelo a partir de imagens Doppler obtidas em pacientes; 
 Simular o comportamento do fluxo sanguíneo; 
 Calcular os índices hemodinâmicos que evidenciam zonas com probabilidade de 
desenvolvimento ou progressão de placas caracterizando assim a patologia inerente a 
cada paciente; 
  Comparar os vários resultados obtidos para os pacientes estudados. 
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1.1 Sistema Cardiovascular 
 
O coração, os vasos sanguíneos e o sangue formam o sistema cardiovascular ou circulatório 
na sua essência. A circulação do sangue permite o transporte e a distribuição de nutrientes, 
gás oxigénio e hormonas para as células de vários órgãos. O sangue também transporta 
resíduos do metabolismo para que possam ser eliminados do corpo. 
Dados oficiais publicados pela Organização Mundial de Saúde, WHO, revelam que os 
problemas cardiovasculares representam uma percentagem significativa no número global de 
óbitos registados (World Health Organization 2011). Na figura 1 apresentam-se estatísticas a 
nível mundial desta problemática. Importa referir que a nível Europeu a percentagem 
corresponde a 50% do total de óbitos registados. 
Das múltiplas doenças cardiovasculares conhecidas até ao momento, o acidente vascular 
cerebral, habitualmente designado por AVC, é uma das principais causas de morte, 
principalmente nos países mais desenvolvidos, onde as condições de vida, higiene e 
saneamento eliminam logo à partida inúmeras doenças que noutros locais do mundo ganham 
extrema importância saúde (MANUAL MERCK 2009).  
 A comparação dos dados apresentados na Figura 1 comprova este fato; comparando por 
exemplo os dados Europeus com os Africanos, as percentagens de óbitos relacionadas com 
doenças cardiovasculares é de 50% e 12% respetivamente.  
O AVC está relacionado com a diminuição do caudal de sangue a chegar ao cérebro, 
normalmente associado ao bloqueio das artérias. Essa diminuição de caudal de sangue 
irrigado tem como consequência uma ineficiente oxigenação do cérebro. Assim o decréscimo 
de caudal a irrigar o cérebro pode resultar duma trombose causada por um coágulo 
estacionário, uma embolia, entendida como um coágulo circulante que se vai alojar nos vasos 
mais pequenos, ou duma hemorragia causada por uma rotura de um vaso sanguíneo. Para 
além do exposto, a insuficiência de caudal de sangue ao cérebro origina lesões que têm como 
resultado a necrose (morte) do cérebro. À área de tecidos necrosados dá-se o nome de área de 
enfarte (Seeley 2005). 
Figura 1 - Identificação do valor percentual de óbitos por problemas cardiovasculares, 
Fonte: (World Health Organization 2011) 
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1.2 A Aterosclerose 
 
Aterosclerose é um termo geral utilizado para designar várias doenças nas quais se verifica 
espessamento da veia, ou seja, formação de placas e perda de elasticidade da parede arterial. 
A formação de placas ocorre na presença de vários fatores de risco como a idade avançada, os 
diabetes, a hipertensão, o colesterol, a obesidade, o sedentarismo e o historial familiar de 
aterosclerose. 
As placas de aterosclerose (Figura 2), desenvolvem-se principalmente, nas médias e grandes 
artérias nomeadamente nas artérias carótidas (Figura 3) que são vasos sanguíneos que 
transportam o sangue arterial, isto é, sangue oxigenado do coração para o cérebro. Na 
circulação vascular cerebral, a formação destas placas ocorre, preferencialmente, a nível 
cervical na bifurcação da carótida comum e no início da interna, no seio carotídeo. Cada 
indivíduo tem duas artérias carótidas que iniciam o seu trajeto no tórax (arco aórtico), passam 
através do pescoço, uma de cada lado, até alcançar o crânio fazendo parte do conjunto de 
artérias da cabeça e do pescoço.  
As artérias carótidas comum (CCA), interna (ICA) e externa (ECA) são responsáveis por 
escoar o sangue arterial (oxigenado) até ao cérebro. Assim, a bifurcação da artéria carótida é 
considerada uma zona crítica no funcionamento de todo o sistema cardiovascular (Chandran, 
Yoganathan, e Rittgers 2007). 
Figura 2 – Representação de um vaso com placa aterosclerótica, Fonte: (Seeley 
2005) 
Figura 3 – Representação das artérias do pescoço e da cabeça, Fonte:(Seeley 2005) 
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1.3 Estrutura da Dissertação 
 
Face aos objetivos propostos este trabalho divide-se nos seguintes capítulos: 
 Neste capítulo pretendeu-se contextualizar a problemática justificando assim a 
motivação e necessidade de se estudar a hemodinâmica da artéria carótida 
 No capítulo 2 “Conceitos da Mecânica dos Fluídos” é apresentada a formulação do 
movimento de um fluido num domínio fechado.  
 No capítulo 3 “ Metodologia e objetivos do presente relatório” é apresentada a 
construção dos modelos geométricos da bifurcação da carótida comum, e a simulação 
do escoamento do sangue em três bifurcações da carótida. 
 No capítulo 4 “ Apresentação e discussão dos resultados encontrados” analisam-se os 
vários resultados comparando-se a hemodinâmica do fluxo sanguíneo nos casos 
estudados. 
 Por fim, no capítulo 5 e último, apresentam-se as conclusões e  algumas perspetivas 
para desenvolvimento de futuros trabalhos. 
O fluxograma apresentado na figura 4, sintetiza a metodologia utilizada e apresenta os índices 
hemodinâmicos baseados na tensão de corte na parede calculados para a caracterização do 
escoamento do sangue, nomeadamente a média temporal da tensão de corte na parede 
(TAWSS) o índice de oscilação da tensão de corte na parede (OSI) e o tempo relativo de 
estagnação/refluxo (RRT). 
Os três índices hemodinâmicos são capazes de identificar regiões de fluxo anormal. O índice 
OSI identifica os locais onde a direção da tensão de corte na parede é diferente da direção do 
escoamento durante mais tempo. RRT é uma medida do tempo de permanência das partículas 
de fluido junto da parede.  
Informação específica de cada indivíduo 
Imagens 
Doppler das 
carótidas
Comportamento 
reológico do 
fluido
Definição/construção da geometria
Analise da geometria utilizando o 
método volumes finitos
Geração da malha de volumes finitos
Calculo das tensões 
TAWSS OSI RRT
Classificação  
do grau de 
estenose
Definição das 
condições 
fronteira
Obtenção da 
velocidade 
Aproximação da 
velocidade na artéria 
carótida comum 
utilizando  Series de 
Fourier
Figura 4 - Fluxograma descritivo da metodologia utilizada na dissertação 
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2 Conceitos de mecânica dos fluidos 
 
O escoamento do sangue na bifurcação da carótida pode ser estudado como o escoamento no 
interior de um tubo, utilizando os princípios da mecânica dos fluídos. No presente estudo o 
fluido, sangue, caracteriza-se quanto à sua reologia devendo portanto ser definidas as suas 
propriedades mecânicas. 
As propriedades mais importantes a conhecer relativamente aos fluídos são:  
 Massa específica; 
 Densidade; 
 Viscosidade; 
 Compressibilidade.  
A massa específica, designada por  , é definida como a massa de uma substância contida 
numa unidade de volume e é uma propriedade utilizada para caracterizar a massa de um 
sistema fluido. Para o sangue considera-se que a sua massa específica é cerca de 6% maior 
que a da água o que corresponde a um valor de 1060 3/Kg m  a 20 o C  (Chandran, 
Yoganathan, e Rittgers 2007).  
A densidade de um fluido, é definida como sendo a razão entre a massa específica do fluido e 
a massa específica da água a uma certa temperatura, normalmente a quatro graus centígrados 
pois a sua massa específica é igual a 1000 3/Kg m , o sangue apresenta uma densidade de 
1.06.  
A resistência realizada por um fluido a todo o deslizamento interno das suas moléculas, umas 
sobre as outras designa-se por viscosidade do fluido. Esta resistência pode ser calculada pela 
fórmula de Newton relativa ao escoamento laminar de um fluído entre uma superfície móvel 
com uma velocidade,V , e uma superfície fixa conforme ilustra a Figura 5. 
Entre as duas superfícies as diferentes camadas de fluído vão-se igualmente deslocar a 
diferentes velocidades, v , variando de 0 a V . Se a uma distância y dy da superfície fixa a 
velocidade é v dv , então a tensão tangencial, frequentemente designada tensão de corte 
representada por  é dada por:Equation Chapter (Next) Section 2 
dv
dy
   2.1 
Figura 5 - Viscosidade de um fluido. Fonte:(Waite e Fine 2007) 
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Onde  é um coeficiente característico do fluido designado de viscosidade dinâmica. Esta 
hipótese segundo a qual existe um coeficiente de proporcionalidade chamado de viscosidade 
dinâmica, entre a tensão de corte e o gradiente de velocidades é verificada experimentalmente 
em muitos fluídos designados Newtonianos, de entre os quais se pode citar a água como 
exemplo. 
O comportamento reológico de um fluido é a lei que relaciona a velocidade de deformação 
com as tensões de corte instaladas. No presente estudo vamos considerar que o fluido, sangue, 
apresenta um comportamento Newtoniano em que o seu comportamento reológico é definido 
pelo modelo reológico de Newton expresso na equação (2.1) e ilustrado na figura 6. 
Na figura 5 apresentam-se vários tipos de comportamentos de fluídos onde a relação linear 
entre tensão e deformação não é verificada, pode-se referir por exemplo o comportamento 
classificado como fluidos de Bingham que apresentam elevada resistência à deformação para 
baixas tensões de corte (exemplos: pasta de dentes, geleia).  
 
A viscosidade cinemática é igual ao quociente entre a viscosidade dinâmica do fluido e a sua 
massa específica; na tabela 1 são apresentados os valores considerados bem como as suas 
unidades no sistema C.G.S. (centímetro grama segundo), mais adequado às grandezas em 
estudo, e no sistema S.I. (sistema internacional). 
Relativamente à compressibilidade do fluido, considera-se que o sangue se comporta como 
um fluido incompressível.  
Tabela 1 - Correspondência entre grandezas sistema S.I. e C.G.S. 
Viscosidade Dimensão C.G.S. S.I. Correspondência Sangue 
  
dinâmica 
 
1 1ML T   
Poise 
Po   g/cm.s
cPo  mg/cm.s
 
Pascal segundo
Pa.s  Kg/m.s
 
1 cPo  1 mPa.s  3.5 cPo 
Figura 6 – Relação entre tensão e deformação para vários fluidos. Fonte: Slides Mecânica dos fluidos I - 
DEMEGI-FEUP – Armando S. Santos (adaptado) 
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Viscosidade Dimensão C.G.S. S.I. Correspondência Sangue 
  
Cinemática 
2 1L T   2Stokes = cm /s
 
2m /s  21 cSt  1 mm /s  0.03302 
Stokes 
 
2.1 Análise diferencial do escoamento  
 
Apresenta-se nesta secção o desenvolvimento das equações diferenciais que descrevem o 
movimento dos fluidos. Estas equações são bastante complicadas e geralmente não podem ser 
resolvidas de modo exato exceto para alguns casos simples que permitem obter uma solução 
analítica. Noutros casos recorre-se a métodos numéricos. 
As equações do movimento dos fluídos são baseadas no princípio da conservação da massa e 
na segunda lei do movimento de Newton. 
Assim torna-se importante caracterizar a cinemática do elemento fluido pelo que a sua 
caracterização matemática a nível do movimento de uma partícula de fluido é descrita. 
Considere-se então que inicialmente um elemento infinitesimal de fluido se encontra numa 
determinada posição e que passado um determinado intervalo de tempo, t , encontra-se 
noutra posição, conforme representado na figura 7.  
Assim uma partícula, ou elemento de fluido apresenta um movimento que pode ser 
considerado como uma soma de vários movimentos, translação, rotação, deformação linear e 
deformação angular que apesar de ocorrerem simultaneamente são estudados de forma 
independente aplicando-se depois o princípio de sobreposição de movimentos. 
O campo de velocidade de um escoamento é descrito pelo seu vetor velocidade ao longo do 
tempo em todos os seus pontos, ( , , , )V x y z t  . 
Isto significa que a velocidade de um elemento de fluido depende da sua posição no campo 
dos deslocamentos e do instante em que ocupa a respetiva posição, esta forma de descrever o 
movimento é designada por método de Euler. O vetor velocidade é então expresso da seguinte 
forma: ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )V u x y z t i v x y z t j w x y z t k
     . 
Figura 7 - Movimento de um elemento infinitesimal de fluido composto como um somatório de vários 
movimentos independentes. Fonte: (Munson, Young, e Okiish 2002) 
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O vetor aceleração é obtido derivando o vetor velocidade, 
DV Va V
Dt t
    2.2 
onde  representa o operador gradiente e o operador D a derivada material. As equações 2.3 
a 2.6 representam o vetor aceleração e suas componentes. 
V V V Va u v w
t x y z
           2.3 
x
u u u ua u v w
t x y z
           2.4 
y
v v v va u v w
t x y z
           2.5 
z
w w w wa u v w
t x y z
           2.6 
O princípio da conservação da massa refere que a massa do sistema permanece constante ao 
longo do tempo o que implica que a sua derivada em ordem ao tempo seja nula. 
0sistemaDm
Dt
  2.7 
Utilizando uma abordagem de aplicação a um volume de controlo o princípio da conservação 
da massa apresenta-se da seguinte forma: 
0olume
vc sc
dV V ndA
t
        2.8 
A equação 2.8 é conhecida como a equação da continuidade e pode ser aplicada a qualquer 
volume de controlo finito (VC) delimitado por uma superfície de controlo (SC).  
O primeiro integral da equação apresenta a taxa de variação temporal da massa no interior do 
volume de controlo enquanto o segundo integral diz respeito à variação do caudal de massa 
que passa na superfície de controlo. 
Aplicando a equação 2.8 a um pequeno volume de controlo conforme exemplo da figura 8 em 
que é apresentado um escoamento segundo eixo dos xx , obtêm-se a equação da continuidade 
na forma diferencial, apresentada na equação 2.9. 
olume
vc
dV x y z
t t
       2.9 
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Considerando o escoamento nas outras direções, OY e OZ, obtêm-se a equação diferencial da 
continuidade, uma das equações fundamentais da mecânica dos fluidos: 
( ) ( ) ( ) 0u v w
t x y z
              2.10 
Na forma vetorial a equação da conservação da massa fica: 
0V
t
     2.11 
Aplicando agora a segunda lei de Newton a uma massa infinitesimal, m ,têm-se: 
F ma F ma     2.12 
Sobre o elemento de fluido atuam forças de superfície e forças de campo. No presente estudo 
apenas vão ser consideradas as forças gravíticas como forças de campo, ou seja, a força 
gerada pela força da gravidade representada pelo vetor g na equação 2.13: 
gravidadeF mg   2.13 
As forças de superfície resultam da interação do elemento de fluido com o meio. Podemos 
então considerar uma pequena área, A , da superfície do fluído, arbitrária conforme figura 8 
sugere e decompor a força de superfície, supF , em três componentes em que nF  é normal à 
área considerada e 1F e 2F  são paralelos ao plano e ortogonais a nF . 
 
Figura 9 - Forças superficiais, decomposição em componentes 
Figura 8 - Escoamento através de um elemento infinitesimal de fluido. Fonte:(Munson, Young, e Okiish 
2002) 
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A tensão normal e as tensões de corte são definidas pelos limites apresentados nas equações 
2.14 a 2.16: 
0
lim nn A
F
A
   2.14 
1
1 0
lim
A
F
A
   2.15 
2
2 0
lim
A
F
A
   2.16 
As forças superficiais que atuam num elemento cubico de fluido podem então ser expressas 
como função das tensões que atuam nas faces desse elemento, figura 10. As tensões que 
atuam no elemento variam de ponto para ponto pelo que as forças que atuam nas várias faces 
do elemento devem ser definidas função das tensões que atuam no seu centro e dos seus 
gradientes. 
Por simplificação, na figura 10 e nas equações 2.17 a 2.19 apenas estão consideradas tensões 
segundo o eixo dos xx .. 
 
Figura 10 - Elemento infinitesimal de fluido e forças superficiais. Fonte:(White 1985) 
sup ( )
yxxx zx
xF x y zx y z
           2.17 
sup ( )
xy yy zy
yF x y zx y z
             2.18 
sup ( )
yzxz zz
zF x y zx y z
           2.19 
Às forças de superfície é necessário adicionar a contribuição da força gravítica obtendo-se: 
sup sup sup supx y zF F i F j F k   
      2.20 
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sup gF F F     2.21 
Pode-se agora obter as equações do movimento aplicando a segunda lei de Newton e 
utilizando as equações apresentadas anteriormente: 
( )yxxx zxx
u u u ug u v w
x y z t x y z
                     2.22 
( )xy yy zyy
v v v vg u v w
x y z t x y z
                       2.23 
( )yzxz zzz
w w w wg u v w
x y z t x y z
                    2.24 
As equações apresentadas são as equações diferenciais gerais do movimento para um fluido. 
De salientar que estas equações apresentam mais incógnitas que equações pelo que 
simplificações têm de ser realizadas de modo a que se possa encontrar uma solução analítica 
(Munson, Young, e Okiish 2002; Çengel e Cimbala 2007).  
É de notar que nas equações do movimento apresentadas não foram ainda considerados os 
efeitos viscosos do fluido. Neste estudo considera-se que o fluido em estudo, sangue, tem um 
comportamento Newtoniano, ou seja, a relação entre tensão e deformação é linear. 
Utilizando um sistema de coordenadas cartesiano pode-se exprimir as tensões normais na 
forma: 
1 ( ) 2
3xx xx yy zz
u
x
           2.25 
1 ( ) 2
3yy xx yy zz
v
y
           2.26 
1 ( ) 2
3zz xx yy zz
w
z
           2.27 
Onde o primeiro termo das tensões representa a pressão que segundo a literatura é definido 
como o valor simétrico da média das três tensões normais. As tensões de corte são dadas por:  
( )xy yx
u v
y x
         2.28 
( )yz yz
v w
z y
         2.29 
( )zx xz
w u
x z
         2.30 
A partir das equações anteriores, da equação geral do movimento apresentada 2.22 a 2.24, e 
da condição da continuidade, equação 2.10, obtêm-se as equações 2.31 a 2.33 conhecidas por 
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Equações de Navier – Stokes em honra ao matemático francês L.M.H.Navier (1758-1836) e 
ao físico inglês Sir G.G.Stokes (1819-1903). 
2 2 2
2 2 2( ) ( )x
u u u u p u u uu v w g
t x y z x x y z
                          2.31 
2 2 2
2 2 2( ) ( )y
v v v v p v v vu v w g
t x y z y x y z
                          2.32 
2 2 2
2 2 2( ) ( )z
w w w w p w w wu v w g
t x y z z x y z
                         2.33 
Nas equações de Navier–Stokes os termos à esquerda da igualdade representam a aceleração e 
os termos à direita forças. Estas equações são equações diferenciais parciais de segunda 
ordem e não lineares; apesar de a solução analítica ser difícil de encontrar, nos casos em que é 
possível obter a convergência com dados experimentais é muito boa (White 1985; Munson, 
Young, e Okiish 2002; Çengel e Cimbala 2007). 
 
2.2 Escoamento de Pouseille 
 
A solução exata do escoamento laminar em regime permanente num tubo reto é conhecida e 
este tipo de escoamento denomina-se escoamento de Hagen – Poiseuille( 1799-1869) em 
honra ao médico francês J. L. Poiseuille e ao engenheiro alemão G.H.L. Hagen(1797-1884). 
De salientar que Pouseuille estava interessado no escoamento do sangue no vasos capilares e 
deduziu experimentalmente as leis do escoamento laminar em tubos.  
Para melhor aplicarmos as considerações deste tipo de escoamento torna-se conveniente 
definir as equações de Navier-Stokes em coordenadas cilíndricas, resultando as equações 2.34 
a 2.36. 
2
22 2
2 2 2 2 2
( )
1 1 2( ( ) )
r r r r
r z
r r r r
r
vvv v v vv v
t r r r z
vv v v vp g r
r r r r r r r z


 
   
          
              
 2.34 
2 22
2 2 2 2 2
( )
1 1 1 2( ( ) )
r
r z
r
v v v v v v vv v
t r r r z
v v v vvp g r
r r r r r r r z
     
   

 
   
          
              
2.35 
2 2
2 2 2
( )
1 1( ( ) )
z z z z
r z
z z z
z
vv v v vv v
t r r z
v v vp g r
z r r r r z
 
  
         
           
 2.36 
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Considere-se então um tubo cilíndrico de raio, R , como mostra a figura 11 e admita-se 
também que o escoamento é paralelo à parede para que rv  e v  sejam iguais a zero. Nas 
presentes considerações a equação da continuidade indica que: 
0zv
z
   2.37 
A velocidade não é função do tempo, ou seja, o regime é permanente e o escoamento é axi 
simétrico dependendo apenas do raio, ou seja, ( )z zv v r . 
 
Figura 11 – Tubo cilíndrico de paredes rígidas de raio R. Fonte:(Munson, Young, e Okiish 2002) 
Estas considerações reduzem as equações de Navier-Stokes a: 
0 pgsen
r
       2.38 
10 cos pg
r
  
     2.39 
10 ( ( ))zvp r
z r r r
        2.40 
As duas primeiras equações apresentadas podem ser integradas facilmente obtendo-se, 
 
1( ) ( )p g rsen f z     2.41 
ou, 
1( )p gy f z    2.42 
O que nos mostra que a pressão varia hidrostaticamente em qualquer secção transversal do 
tubo, e que o gradiente de pressão segundo a direção do escoamento, /p z  , é independente 
de r  ou de  . 
A equação do movimento segundo o eixo dos zz , equação 2.40, pode ser reescrita na forma: 
1 1( )zv pr
r r r z
     2.43 
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Integrando duas vezes a equação 2.43 considerando que /p z   é constante têm-se 
respetivamente: 
2
1
1 ( )
2
zv pr r C
r z
     2.44 
2
1 2
1 ( ) ln
4z
pv r C r C
z
    2.45 
Como a velocidade no centro do tubo tem de ser finita, logo 1 0C  , da condição de 
velocidade nula na parede ( r R ) obtêm-se, 
2
2
1 ( )
4
pC R
z
    2.46 
O perfil de velocidade do escoamento laminar em regime permanente num tubo recto pode 
então ser definido como: 
2 21 ( )
4z
pv r R
z
   2.47 
Recorrendo a um volume de controlo infinitesimal representado na figura 10 pode-se obter a 
relação entre o caudal e o gradiente de pressão, considerando neste caso que o “anel” 
representado na figura 11(b) tem espessura diferencial 2dA rdr e que a velocidade na 
secção é constante igual a zv . 
Tem-se então, 
(2 )zdQ v r dr  2.48 
0
2
R
zQ v rdr   2.49 
Substituindo zv  pelo perfil de velocidades deduzido na equação 2.47 e integrando,  
4
( )
8
R pQ
z


    2.50 
A equação 2.50 pode ser expressa em termos de queda de pressão, p , que ocorre num 
determinado comprimento l , de tubo: 
p p
l z
     2.51 
4
8
R pQ
l


  2.52 
A equação 2.52 estabelece a relação entre o caudal e a queda de pressão ao longo do tubo e é 
designada como a Lei de Pouseille (White 1985; Munson, Young, e Okiish 2002; Çengel e 
Cimbala 2007). 
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A velocidade média deste tipo de escoamento é dada por: 
2
8med
R pV
l
  2.53 
E a velocidade máxima, que ocorre para este escoamento no centro do tubo é igual a: 
 
2
max max 24 med
R pv v V
l
    2.54 
Assim a distribuição de velocidade pode ser definida como uma função da velocidade 
máxima, dada por: 
 
2
max
1 ( )zv r
v R
   2.55 
A solução das equações de Navier-Stokes fornece uma descrição detalhada das distribuições 
de velocidade e de pressão para o escoamento laminar em regime permanente no interior de 
um tubo reto.  
 
2.3 Número de Reynolds 
 
A representação da razão entre as forças de inercia e as forças viscosas, equação 2.56, 
corresponde ao parâmetro denominado número de Reynolds, Re: 
Re VD  2.56 
O nome deste parâmetro deve-se ao físico e engenheiro hidráulico irlandês (1842-1912) 
Osborne Reynolds que popularizou o conceito em 1883 (White 1985). 
A mecânica dos fluidos utiliza o coeficiente adimensional (Re) para definição do regime de 
escoamento conforme se mostra no fluxograma da figura 12.  
Figura 12 – Classificação do regime de escoamento função do número de Reynolds. 
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O parâmetro (Re) torna-se assim fundamental na análise de qualquer problema de fluidos, 
uma vez que identifica o tipo de escoamento. 
Em regime laminar considera-se que o fluido é disposto por camadas e que as partículas de 
fluido tendem a percorrer trajetórias paralelas. Por outro lado, num escoamento designado 
turbulento as partículas descrevem trajetórias irregulares e aleatórias, surgindo vórtices. 
Através do número de Reynolds também é possível determinar o comprimento de entrada 
necessário para que o escoamento possa ser considerado completamente desenvolvido isto é 
não existam variações do perfil de velocidade segundo a direção do escoamento.  
Na figura 13 apresenta-se um exemplo de escoamento num tubo onde se podem evidenciar a 
zona de entrada e a zona de escoamento completamente desenvolvido. Importa referir, que 
alterações na geometria do tubo tal como uma curva, obriga a necessidade de uma nova 
extensão de tubo até que este possa ser considerado novamente completamente desenvolvido. 
As expressões apresentadas a seguir relacionam o comprimento de entrada com o número de 
Reynolds mediante o regime de escoamento, laminar ou turbulento respetivamente: 
/ 0.06ReentradaL D   2.57 
1/6/ 4.4ReentradaL D   2.58 
 
2.4 Número de Womersley 
 
Para escoamentos em regimes não estacionários o número de Womersley,   , caracteriza a 
relação entre as forças de inércia não contínuas e as forças viscosas, ou seja, é o parâmetro 
equivalente ao número de Reynolds aplicado a escoamentos não estacionários: 
/
/
R R
R
        2.59 
Figura 13 - Identificação das zonas do escoamento. Fonte:(Munson, Young, e Okiish 2002) 
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Onde R  representa o raio,   a massa específica,   a viscosidade dinâmica,    a viscosidade 
cinemática,  a frequência angular ሺ2ߨ ൈ ݂ݎ݁ݍݑê݊ܿ݅ܽ	ܿܽݎ݀݅ܽܿܽ	ሾܾ݌݉ሿ/60ሻ e   a tensão de 
corte. Assim a variação deste parâmetro vai definir a forma de perfil de velocidades, sendo 
que para números de Womersley baixos o escoamento aproxima-se da solução de Pouseille 
(forma parabólica). À medida que o número de Womersley aumenta a forma assumida pelo 
perfil de velocidade é tal que as velocidades máximas deixam de ocorrer no centro do 
escoamento como se verifica pela figura 14. 
 
2.5 Escoamento pulsátil: Escoamento arterial de Womersley 
 
A equação da continuidade, equação 2.10, é valida para fluídos compressíveis e 
incompressíveis. Para o escoamento do sangue, fluido considerado incompressível, a equação 
mencionada simplifica-se dando origem à equação seguinte: 
( ) ( ) ( ) 0u v w
t x y z
              2.60 
0u v w
x y z
        2.61 
Em artérias de dimensões consideradas grandes e médias, como por exemplo as carótidas, é 
importante considerar o escoamento pulsátil.  
Womersley, J. R., publicou um extenso trabalho sobre a análise do escoamento do sangue 
através das artérias, onde, tal como no escoamento de Pouseille abordado na secção anterior, 
as hipóteses de o escoamento ser paralelo às paredes e axi simétrico são consideradas 
(Womersley 1955a, 1955b, 1955c, 1954; Morland 2013). 
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Figura 14 - Perfil de velocidades para vários valores de número de Womersley 
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É mais uma vez conveniente escrever a equação do movimento e da conservação da massa em 
coordenadas cilíndricas, , ,r z , e considerar ainda que devido à condição de escoamento axi 
simétrico que 0V  ,  
0r r zv v v
r r z
      2.62 
2 2
2 2 2
1 1( )r r r r rv v v v vp
t r r r r z r

 
              2.63 
2 2
2 2
1 1( )z z z zv v v vp
t z r r r z

 
             2.64 
Nas equações as forças gravitacionais foram desprezadas considerando que o escoamento 
decorre numa artéria que se encontra na horizontal. Assumindo para este estudo que as 
paredes das artérias são rígidas, não existe movimento na direção radial, 0rV  , o que implica 
a seguinte simplificação da equação da continuidade: 
2
20 0
z z zv v v
z z z
           
As equações 2.63 e 2.64 ficam reduzidas a:  
0p
r
   2.65 
2
2
1 1( )z z zv v vp
t z r r r

 
          2.66 
Da equação 2.65 conclui-se que a pressão é constante ao longo da secção, variando apenas 
com a distancia axial e com o tempo e ainda que a velocidade axial é apenas função do raio e 
do tempo, ou seja, ( , )p z t  e ( , )w r t . 
O gradiente de pressão apresentado no escoamento de Pouseille não vai ser constante ao 
longo do tempo devido ao facto já referido de que o fluido em estudo, sangue, apresentar um 
comportamento pulsátil; uma vez que o gradiente de pressão, /p z  , e a velocidade são 
funções periódicas podem ser representadas por Séries de Fourier. Assim é assumida uma 
variação sinusoidal para estas funções, dada pelas equações seguintes: 
i tp Ae
r
   2.67 
( ) i tzv w r e
  2.68 
Substituindo 2.67 e 2.68 na equação 2.66, obtêm-se: 
2
2
1( ) ( )i t i t i tA w wi w r e e e
r r r
    
       2.69 
Dividindo por, i te  , a equação anterior transforma-se em: 
2
2
1w w i Aw
r r r

 
      2.70 
Pode-se ainda normalizar a equação 2.70 usando a relação, /y r R , obtendo-se assim, 
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2
2 2
2
1w w i AR w R
y y y

 
      2.71 
Como o número de Reynolds não é suficiente para caracterizar um escoamento em regime 
pulsátil torna-se necessário utilizar o número de Womersley: 
R    2.72 
Este parâmetro varia entre 0.001 nos vasos capilares e 22 na zona da artéria aorta. Se 1   as 
forças viscosas são dominantes e o escoamento pode ser considerado quase contínuo, à 
medida que  aumenta as forças de inercia tornam-se dominantes (Chandran, Yoganathan, e 
Rittgers 2007). 
Na equação 2.71 a presença de 2  revela a importância deste parâmetro para o cálculo do 
caudal e do perfil de velocidades do escoamento, tem-se então: 
2
2 2
2
1w w Ai w R
y y y
 
      2.73 
A solução da equação 2.73 é dada pela solução da função de Bessel (McLachlan 1961). 
2
2 2 2
2 ( ) 0
y yz z z n y
z z
       2.74 
A função anterior é conhecida como a equação de Bessel do primeiro tipo de ordem n . A 
solução para a equação de Bessel é conhecida e considera como condições fronteira o fato de 
a velocidade junto à parede ser nula, ou seja, inexistência de atrito entre parede e fluido. Têm-
se então como soluções para a velocidade função do raio e função do raio e do tempo as 
equações 2.75 e 2.76, respetivamente: 
    
3
2
3
2
2 0
2
0
1
J i yARw r
i J i

 
      
 2.75 
   
3
2
3
2
2 0
2
0
, 1 i tz
rJ i
AR Rv r t e
i
J i


 
          
 2.76 
Para obter a expressão do caudal é apenas necessário integrar a equação 2.76 ao longo da 
secção, obtendo-se: 
 
 
3
2
3 3
2 2
21 12
0
0
2
2 ( ) 1
i t J iR AeQ R w r y dy
i
i J i
    
        
 2.77 
Estas equações são funções complexas e podem ser tratadas separando os termos com parte 
real e parte imaginaria. Podem ser expressas em termos de magnitude, fase e angulo de fase 
que representa o desfasamento relativamente ao gradiente de pressão harmónico.
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3 Metodologia e Objetivos do presente relatório  
 
3.1 Aquisição de imagens no exame ultrassom Doppler 
 
As observações Eco Doppler são utilizadas no diagnóstico e monitorização de doenças 
arteriais periféricas e na avaliação da circulação extracraniana. O efeito de Doppler consiste 
na alteração da frequência de ondas sonoras quando existe uma velocidade relativa entre a 
fonte e o recetor das ondas. Este método é fácil, não-invasivo, e proporciona a identificação 
do lúmen do vaso sanguíneo, e caracterização das lesões. O estudo com o ultrassom permite 
determinar ou não a presença de processo patológico, localizar e quantificar este processo 
indicando a melhor terapêutica a ser seguida. Permite ainda de uma forma fácil e sem grandes 
custos efetuar o acompanhamento pós-operatório de cirurgias de bypass ou endarterectomia. 
Em particular, na avaliação extracraniana das alterações patológicas da circulação 
extracraniana que provocam AVCs, a utilização da informação anatómica e hemodinâmica 
usando os vários modos de imagem Doppler contribui para o diagnóstico. O local mais 
comum de ocorrer um processo de formação de placa de aterosclerose é na região da 
bifurcação da artéria carótida comum (CCA) e na artéria carótida interna (ICA). A principal 
questão que se coloca ao analisar as observações Doppler é inferir sobre a existência de 
estenose e ainda se esta está a causar uma redução significativa do fluxo sanguíneo 
comprometendo a irrigação cerebral. Reduções de fluxo 80% são recomendadas para 
intervenção cirúrgicas. Geralmente uma redução de 50% ou mais no diâmetro de um vaso já 
compromete o fluxo distal. A análise espectral das velocidades do fluxo (sistólica e diastólica) 
possibilita a quantificação do grau de estenose. Todavia, estenoses inferiores a 40% não são 
devidamente identificadas. 
Neste trabalho são analisadas observações recolhidas através do exame ultrassom Doppler das 
carótidas de três utentes do hospital de São João. O paciente P1 (bifurcação 1) não apresenta 
placa de aterosclerose visível e os pacientes P2 e P3 (bifurcação 17 e 7 respetivamente) 
apresentam uma placa na artéria carótida interna. 
Todos os dados experimentais necessários para o presente estudo foram obtidos pelo mesmo 
técnico de ultrassonografia da Unidade Neurossonologia do Departamento de Neurologia do 
Hospital São João. Para este estudo e ao abrigo do projeto: PTDC/SAU-BEB/102547/2008, 
Simulação computacional do sistema cardiovascular tendo em vista aplicação hospitalar, 
envolvendo as instituições IDMEC, INEGI e FMUP, foi criado e aprovado pelo comité de 
ética institucional local um protocolo. O protocolo pretendia registar e analisar bifurcações 
quase planas evitando assim erros de observação devidos a elevados graus de curvatura.  
A combinação da aquisição transversal e longitudinal de imagens permite o estudo anatómico 
e hemodinâmico. Utilizando um ecógrafo GE Vivid e (General Electric; a GE Healthcare, 
EUA)) e uma sonda de agrupamento linear (GE 8L-RS) um conjunto de imagens B-mode 
longitudinais e transversais foram adquiridas. Para tal cada voluntário foi deitado de costas 
com a cabeça virada a 45 º. 
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A quantificação das velocidades ao longo do ciclo cardíaco foi feita a partir da análise de 
imagens de Doppler pulsado, modo PW, realizado em cortes longitudinais e posicionamento 
da sonda num ângulo entre 50 e 60 graus (Schäberle 2004; Nichols, Mcdonald, e O'Rourke 
2005; Bartels 1998). Para a recolha das velocidades em modo PW, foi utilizada uma linha de 
amostra de 4 mm e manteve-se ativada a função de correção do ângulo. Durante o exame 
também foram obtidas imagens em modo duplo (B-mode e Doppler pulsado), figura 15. As 
velocidades do fluxo sanguíneo foram registadas num período de aproximadamente de 5 
segundos correspondentes a cerca de 4 ciclos cardíacos sendo os correspondentes espectros de 
velocidade registados no lado inferior de cada imagem. Durante o exame foram também 
registados pelo técnico especializado os valores da velocidade do pico sistólico e da 
velocidade diastólica final, para o batimento cardíaco limitado na figura 15. 
Velocidades ao longo da artéria carótida são medidas, mais especificamente nas secções de 
interesse ilustradas na figura 16 e especificadas na tabela 2.  
 
 
 
 
Figura 16 - Localização das zonas de medição de diâmetros e velocidades no exame 
Figura 15 - Registo modo duplo 
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Tabela 2 - Identificação de secções de interesse da artéria carótida 
Nome Região de interesse Descrição Identificação 
DCCA 
Região distal da artéria 
carótida comum 
Posição mais distal da 
bifurcação que possa 
ser medida com um 
angulo <60  
1 
PCCA 
Região proximal da 
artéria carótida comum 
Entrada da bifurcação 2 
PICA 
Região proximal da 
artéria carótida interna 
Posição junto da 
parede do seio 
carotídeo 
3 
MICA 
Meio da artéria 
carótida interna 
Posição média entre 
PICA e DICA 
4 
DICA 
Região distal da artéria 
carótida interna 
Posição mais distal da 
carótida interna 
possível de medir com 
um angulo <60   
5 
PECA 
Região proximal da 
artéria carótida externa 
Posição próxima da 
bifurcação junto da 
carótida externa 
--- 
DECA 
Região distal da artéria 
carótida externa 
Posição mais afastada 
que seja possível de 
medir com um angulo 
<60   
6 
 
Tratamento de imagem - Segmentação 
 
As imagens obtidas em modo B foram segmentadas de forma a obter-se os contornos do 
lúmen e da bifurcação usando o software desenvolvido ao abrigo do projeto já 
referenciado(Sousa L. C. 2013, Santos A. 2012). O algoritmo para a segmentação automática 
utiliza as características hipoecóicas do lúmen e da bifurcação da artéria carótida. A imagem 
modo-B é processada inicialmente com a aplicação de um filtro de difusão anisotrópica para a 
remoção de manchas de ruído, e os operadores morfológicos são empregados na deteção dos 
dados de ultrassom relevantes em relação à artéria. A informação obtida é então utilizada para 
definir dois contornos iniciais, que correspondem um ao lúmen e o outro aos limites 
exteriores da bifurcação; em seguida aplica-se um modelo de segmentação de contornos 
ativos, com a energia interna de Chan-Vese (Lanktom S. 2008). 
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3.2 Construção da geometria 
 
Tendo em vista a análise das imagens de cada indivíduo, recorreu-se ao software comercial 
FEMAP, para a definição e construção da geometria das artérias em estudo. 
Com recurso a imagens Doppler longitudinais (figura 16) e transversais (figura 17) 
informações relativas às dimensões experimentais da artéria são disponibilizadas. Na figura 
19 apresenta-se a definição da geometria utilizando uma das imagens recolhidas. Para o 
processo de reconstrução 3D, escolheu-se uma imagem longitudinal da bifurcação da carótida 
comum. Depois de importada para o software FEMAP, consideraram-se pontos no contorno 
do lúmen e da adventícia a fim de construir linhas que definem o limite estimado do lúmen 
para a CCA, ICA e ECA (figura 19). 
Figura 17 - Imagem longitudinal obtida ultrassom, modo-B 
Figura 18 - Imagem transversal obtida ultrassom, modo-B 
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Posteriormente construíram-se linhas que unem os pontos equidistantes das fronteiras. Como 
representado na figura 19 procedeu-se à construção de circunferências que definem 
tridimensionalmente a primeira aproximação para a geometria pretendida. Após esta operação 
e para a correta definição da superfície da bifurcação da carótida utilizaram-se as imagens de 
secções transversais das artérias. Finalmente a superfície é amaciada. 
 
3.3 Medição do grau de estenose 
 
A figura 20 apresenta uma imagem em modo B de uma das bifurcações estudas. Nesta figura 
Figura 19 - Construção da geometria recorrendo ao FEMAP 
Figura 20 - Identificação do local da estenose 
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denota-se ainda que o local mais comum de ocorrência de formação de placas de aterosclerose 
é na região da bifurcação da artéria carótida comum (CCA) e na carótida interna (ICA), mais 
concretamente na zona do seio carotídeo. Das observações Doppler longitudinais específicas 
de cada individuo, figuras 20 e 21, verifica-se a existência de estenose para duas bifurcações 
distintas. De salientar que na bifurcação 18 (figura 21) a zona de formação de estenose vai 
além da mencionada inicialmente e considerada nos índices, CCA e ICA, apresentando 
também estenose na ECA, indicando que o paciente apresenta um grau de desenvolvimento 
da patologia muito considerável. Geralmente uma redução de 50% ou mais do diâmetro da 
artéria já é suficiente para comprometer o fluxo distal. 
Uma análise espectral das velocidades do fluxo (máxima e mínima) permite identificar uma 
estenose. As lesões provocadas por estenoses consideráveis provocam o mesmo efeito obtido 
quando se comprime uma mangueira, ou seja, diminuindo o diâmetro de passagem de fluxo a 
velocidade com que este escoa nesse local irá aumentar proporcionalmente à redução de 
diâmetro. Assim pode-se passar de velocidades máximas numa carótida sem estenose de 30-
70 cm/s a velocidades de 300-700 cm/s se a estenose provocar uma redução de diâmetro na 
ordem dos 80-90%.  
Existem dois métodos para quantificar a estenose da carótida interna (ICA). Um dos métodos 
identifica o grau local de estenose ሺܩ௅ሻ, designado NASCET (Moneta et al. 1993; Cheng et 
al. 2013). Este é definido como a razão do lúmen residual do paciente ሺܦோሻ e o lúmen da 
artéria local sem a placa de aterosclerose. Com este método é possível estimar a espessura da 
placa, e é o mais comum nos Estados Unidos. Na Europa o método, ECST (Farrell et al. 1998; 
Saba e Mallarini 2010), utilizado mais frequentemente define o grau distal de estenose ሺܩ஽ሻ, 
calculado através da razão entre o lúmen residual ሺܦோሻ na região estenótica e o diâmetro da 
artéria carótida interna distal ሺܦ஽ூ஼஺ሻ. 
Figura 21 - Identificação dos locais das estenoses, bifurcação 18 
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As equações 3.1 e 3.2 apresentam então a forma de cálculo do grau de estenose utilizando o 
método mais comum dos Estados Unidos e o da Europa, respetivamente. Na imagem da 
figura 22, representa-se os diâmetros necessários para o cálculo destes parâmetros: 
Equation Chapter 2 Section 3 
(1 ) 100%RL
L
DG
D
    3.1 
(1 ) 100%RD
DICA
DG
D
     3.2 
 
3.4 Obtenção de condições fronteira 
 
Na secção de entrada da artéria carótida comum as condições fronteira foram obtidas para 
cada individuo, considerando-se a velocidade medida no centro da carótida comum 
aproximadamente 2cm antes da bifurcação. Nas paredes considerou-se a condição de não 
deslizamento (velocidade nula) dado que se consideram as artérias rígidas e impermeáveis. 
Recorrendo à versão experimental do software comercial DAGRA, obteve-se um ficheiro 
com os valores das coordenadas dos pontos do envelope da onda de velocidades representada 
nas imagens Doppler, por exemplo o apresentado na figura 23. Neste trabalho considerou-se 
como tempo total de um ciclo cardíaco o medido entre instantes correspondentes à velocidade 
mínima no início da fase sistólica de dois ciclos consecutivos. 
Figura 22 - Metodologia de classificação da estenose local e distal, bifurcação 17 
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Considerou-se que a velocidade medida num ciclo cardíaco é uma função temporal, periódica, 
com um período igual ao período medido no exame e que se assume constante. 
Assim, a velocidade foi obtida de acordo com a expansão em série de Fourier, equação 3.3 e 
3.4: 
( ) ( )v t v t nT   3.3 
0
1
1( ) ( cos sin )
2 n nn
v t A A n t B n t 

    3.4 
Onde “n” representa o número de termos da expansão e 2 / T   representa a frequência 
fundamental para n=1 e “T” o período fundamental da função. 
Sabe-se que ao expandir uma função periódica em série de Fourier, a aproximação melhora 
com o aumento do número de termos utilizados na mesma. Contudo, a partir de um certo 
número de termos, verifica-se que a aproximação se mantem sensivelmente a mesma. A este 
comportamento dá-se o nome de fenómeno de Gibbs (Rodrigues 2013). 
A série de Fourier pode ainda ser representada, em alternativa, em somatórios de harmónicos 
recorrendo a funções cossenos e angulo de fase, representada na equação 3.5: 
0
1
( ) ( cos )n n
n
v t C C n t 

    3.5 
Com as coordenadas dos pontos e uma vez que qualquer função periódica pode ser 
aproximada por uma serie de Fourier, recorreu-se ao software comercial MATLAB. A partir 
dos ficheiros criados, anexo A, foi possível obter uma serie de Fourier que aproxima a 
velocidade em função do tempo. 
Realizou-se também nesta fase, uma pequena análise de sensibilidade da aproximação tendo 
em vista a perceção do número de ciclos cardíacos a utilizar para que a mesma seja 
satisfatória. Destaca-se o fato de que nas imagens disponibilizadas no exame apenas constam 
informações respeitantes a um máximo de quatro ciclos cardíacos. 
Salienta-se ainda que o número máximo de termos da expansão em séries de Fourier, 
admissíveis para o software e utilizadas neste estudo é de oito termos. 
Figura 23 - Registo de velocidade obtido no exame, obtenção de coordenadas 
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A frequencia cardiaca não é constante. Por exemplo, durante a aquisição de imagens 
capturadas ao paciente P2 com espaçamento temporal de menos de um minuto verificou-se 
variações de frequência de 13 batimentos por minuto.  
Uma vez que em cada imagem obtida durante o exame existem pelo menos três ciclos 
cardíacos completos, optou-se então por fazer um estudo utilizando um, dois ou três dos 
ciclos observados para o cálculo dos coeficientes da série de Fourier. 
Nos gráficos das figuras 24, 25 e 26 apresentam-se as séries de Fourier obtidas considerando 
um, dois e três ciclos cardíacos respetivamente. 
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Figura 24 - Aproximação em series de Fourier utilizando um ciclo cardíaco 
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Figura 25 - Aproximação em series de Fourier utilizando dois ciclos cardíacos 
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Figura 26 - Aproximação em series de Fourier utilizando três ciclos cardíacos 
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Na tabela 3 mostram-se dos desvios no ponto máximo verificados pelas séries de Fourier. 
Estes termos compõem séries de senos e de cossenos para um, dois e três ciclos 
respetivamente. Com erros de cerca de 5%, em qualquer aproximação, a opção de obter as 
coordenadas dos três ciclos justifica-se para melhor ajustar a aproximação relativamente ao 
período. A figura 24 é representativa deste problema que surge quando a aproximação é feita 
utilizando apenas um ciclo cardíaco. 
Tabela 3 - Desvios máximos verificados para paciente P2 
Número de ciclos cardíacos Desvio sistólico 
1 5.33% 
2 5.21% 
3 5.15% 
 
3.5 Análise hemodinâmica do escoamento 
 
Neste estudo assumiu-se que o fluido, sangue, apresenta as mesmas propriedades mecânicas 
independentemente do individuo em estudo, ou seja, desprezam-se possíveis variações de 
pessoa para pessoa. Considerou-se apenas que este se comporta como um fluido Newtoniano, 
apresentado uma relação linear entre tensão e deformação. As restantes propriedades já foram 
previamente descritas no segundo capítulo. 
Os valores do número de Reynolds são calculados utilizando a geometria obtida e as 
velocidades medidas na carótida comum. É relevante proceder-se à análise deste parâmetro 
nesta secção da artéria uma vez que estes valores vão ser considerados na posterior análise 
pelo método de volumes finitos. 
De acordo com o gráfico da figura 27, comparando o número de Reynolds para as três 
bifurcações em estudo, verifica-se um comportamento semelhante à velocidade, atingindo o 
seu máximo durante do pico sistólico. Esse máximo representa um valor de 1207, para o 
Figura 27 - Variação do número de Reynolds ao longo de um ciclo cardíaco 
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paciente P2, indicando assim que o escoamento é sempre laminar como seria de esperar. 
Como já mencionado, o número de Reynolds, possibilita a obtenção de informação 
respeitante ao regime de escoamento bem como ao comprimento de entrada necessário para 
que o escoamento possa ser considerado desenvolvido. Procedendo ao cálculo do 
comprimento de entrada, utilizou-se a regra experimental apresentada na equação 2.57, 
correspondente ao regime laminar, tendo-se obtido os valores registados no gráfico da figura 
28. 
Pela análise do gráfico da figura 28 depreende-se que o comprimento de entrada mínimo teria 
que ser cerca de quinzes vezes o diâmetro e no máximo cerca de setenta vezes o diâmetro.  
Face à extensão reduzida da artéria relativamente ao comprimento de entrada necessário, 
espera-se que o escoamento do sangue na artéria não seja desenvolvido (Chandran, 
Yoganathan, e Rittgers 2007; Waite e Fine 2007).  
Yiemeng Hoi, nos seus estudos (Hoi et al. 2010a; Hoi et al. 2010b), refere a importância em 
considerar uma extensão equivalente a três vezes o diâmetro, medida a partir da zona de 
bifurcação como se apresenta na figura 29. Segundo este, ao considerar esta extensão para a 
carótida comum, não se cometam erros graves de aproximação nas simulações por CFD. 
 
Figura 29 - Medição da extensão da artéria carótida comum 
Figura 28 - Comprimento de entrada necessário ao longo de um ciclo cardíaco 
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Como já evidenciado no presente estudo o número de Reynolds não caracteriza 
completamente o escoamento. Uma vez que as artérias em estudo são consideradas de média 
dimensão deve-se considerar que este é pulsátil, logo a formulação apresentada por 
Womersley é mais adequada (Chandran, Yoganathan, e Rittgers 2007).  
Da equação 3.6, número de Womersley, verifica-se então a necessidade do cálculo da 
frequência cardíaca. O valor atribuído à frequência cardíaca é calculado considerando o ciclo 
cardíaco utilizado para a medição das velocidades máxima e mínima durante o exame. O 
parâmetro geométrico, raio (R), apresenta maior influência sobre este parâmetro como se 
verifica pela tabela 3. 
R    3.6 
Na tabela 4 apresenta-se uma análise de sensibilidades. A artéria carótida comum tem uma 
forma elíptica e assim compara-se o valor deste parâmetro para o raio menor e maior, e 
também se considera a variação do parâmetro para o clico cardíaco para o paciente P2. 
 
Womersley 
 
Menor Maior Maior + 5% freq. +5% Max  
Raio 0.3 0.3 0.36 0.36 0.38 0.38 0.36 0.38 cm 
Frequência cardíaca 52 65 52 65 52 65 68 120 bpm
Alfa 3.85 4.31 4.62 5.17 4.85 5.43 5.30 7.41 
Δfreq. 11% 11% 11% 2% 43% 
Δraio 52 bpm 17% 5% 17% 38% 
Δraio 65 bpm 17% 5% 7% 30% 
 
O número de Womersley varia de 3,85 a 5,17 considerando apenas variação para valores do 
período fundamental de duas imagens capturadas durante o exame e dos diâmetros medidos. 
As últimas colunas da tabela apresentam os valores de  para aumentos de 5%, da frequência 
e do raio; Na última coluna é considerado um valor máximo de frequência cardíaca e de raio. 
Com efeito, constata-se que a frequência cardíaca e a variação de diâmetro da artéria surtem 
efeitos significativos em  .   
No sentido de aplicar o escoamento de Womersley como método de análise para o cálculo da 
velocidade é necessário definir como varia o gradiente de pressão ao longo de um ciclo 
cardíaco (Womersley 1955b). Como a pressão não foi medida experimentalmente, terá que 
ser aproximada. 
Steven A. Jones explicita nas suas publicações como se pode obter o gradiente de pressão, 
utilizando o valor da velocidade medida experimentalmente (Wendling, Jones, e Giddens 
1992; White et al. 1993; Lei et al. 2001).  
Tabela 4 - Análise sensibilidade ao número Womersley, P2 
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A forma complexa da velocidade pode ser expressa utilizando funções de Bessel, como 
apresentado na secção referente ao escoamento de Womersley. O MATLAB é um software 
que permite a utilização de forma simples desses funções, uma vez que estas fazem parte das 
funções intrínsecas. 
Nesta fase é necessário converter a aproximação em series de Fourier com termos de senos e 
cossenos para séries de cossenos mais fase. O gráfico da figura 30 compara as várias 
aproximações consideradas. 
O ficheiro MATLAB, disponibilizado no anexo A, converte os termos de série de Fourier em 
séries de seno e cosseno para séries de cosseno mais fase. Esta aproximação é, agora, 
decomposta nos vários harmónicos que a constituem. É assim evidenciado o contributo de 
cada harmónico na solução, qualificando o que representa melhor a solução como o 
harmónico fundamental.   
Os gráficos da figura 31, apresentam os vários harmónicos da função destacando o harmónico 
fundamental. De salientar ainda o fato que a aproximação em séries de Fourier, em termos de 
cosseno mais fase, é menos exata que a anterior.  
A equação 3.7, já apresentada, como solução para a velocidade função do raio e do tempo, é 
agora utilizada de modo a obter o gradiente de pressão.  
Assumindo a velocidade medida experimentalmente como sendo a velocidade no centro da 
carótida comum,  0,zv t ,têm-se: 
   
3
2
3
2
2 0
2
0
0
0, 1 i tz
J i
AR Rv t e
i
J i


 
          
 3.7 
De notar que o termo de Bessel, 0 (0) 1J  , implica a seguinte simplificação: 
    
3 22
0
2
3 2
0
1
0, i tz
J iARv t e
i J i

 
      
 3.8 
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Figura 30 - Aproximações de velocidade em séries de Fourier, Paciente P2 
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Com efeito, não sabendo a expressão complexa da velocidade, equação 3.8, conhece-se os 
valores de magnitude e de fase dos vários harmónicos. Das propriedades dos números 
complexos têm-se: 
 O módulo do produto entre duas grandezas complexas é igual ao produto do módulo 
de cada uma das grandezas, AB A B ; 
 A fase do produto do angulo de fase é igual à soma das fases, ( ) ( ) ( )AB A B    ; 
Portanto, é possível obter a magnitude e fase da pressão partindo da velocidade medida, 
 0,zv t . 
O valor da velocidade utilizado para o efeito é igual ao valor do harmónico fundamental 
evidenciado na figura 31. 
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Figura 31 - Decomposição da série de Fourier nos vários harmónicos, Paciente P2 
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Na figura 32 apresentam-se as várias aproximações consideradas, incluindo a do harmónico 
fundamental. De destacar que esta ultima apesar de necessária para o cálculo do gradiente de 
pressão é mais distante dos valores medidos. 
A expressão para o harmónico fundamental em termos de magnitude e fase é expressa na 
equação 3.9, em que k  representa a magnitude e   o angulo de fase. Partindo desta podemos 
então calcular o valor do coeficiente da pressão, A  (equações 3.9 a 3.12):  
(0, ) cos( )zv t k wt    3.9 
    
3 22
0
2
3 2
0
1
0,z
J iARk v t
i J i

 
       
 
3.10 
 
 
3 22
0
2 3 2
01
J iiA k
R J i

   3.11 
  1 cosdp A t A
dz
     3.12 
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Figura 32 - Aproximações de velocidade em séries de Fourier, Paciente P2 
Mestrado Integrado em Engenharia Mecânica  
 
36 
Com efeito, o gradiente de pressão representado no gráfico da figura 33 pode então ser 
expresso pela equação 3.12.  
A partir do gradiente de pressão é possível calcular o valor da velocidade ao longo do raio. 
Assim, a figura 34, mostra os perfis de velocidades ao longo do diâmetro da artéria para os 
vários valores do parâmetro  obtidos na tabela 4.  
Ao estudar o escoamento do sangue impondo para condição fronteira o perfil de Womersley é 
importante considerar vários valores para o número de Womersley geralmente variações até 
40% do valor calculado a partir das medições experimentais é utilizado (Morland 2013; 
Vergara et al. 2010; Ponzini et al. 2010; Ponzini et al. 2006; Jenni et al. 2000). 
Este procedimento justifica-se pelos erros de medição nomeadamente da geometria das 
artérias e da frequência cardíaca mas também da consideração de que as paredes das artérias 
são rígidas. Sendo esta ultima perfeitamente aceitável segundo a literatura (Chandran, 
Yoganathan, e Rittgers 2007).  
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Apresenta-se um estudo da sensibilidade do perfil de velocidades ao número de Womersley 
para os três pacientes em estudo começando pelo paciente que apresenta velocidades de 
escoamento maiores, paciente P2; pode-se referir que o valor estimado para o número de 
Womersley considerando o raio maior medido, 5,17, é baixo tendo em conta o fato que a 
velocidade máxima verificada na carótida comum ser igual a 62 cm/s. O valor do número de 
Womersley 7.41 é o que melhor aproxima a velocidade para o paciente P2 como se pode ver 
na figura 34. 
O mesmo estudo é feito para o paciente P1, sem estenose, considerando valores de  entre 4.0 
e 7.5 como mostra a figura 35. Analisando o caso do paciente P1 com velocidades 
experimentais máximas no pico sistólico de cerca de 36 cm/s e sem estenose verifica-se a 
compatibilidade do perfil de velocidades com um número de Womersley mais baixo,   entre 
4 a 5 será o adequado neste caso. 
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Figura 34 - Perfis de velocidade de Womersley, P2 (bifurcação 17) 
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Figura 35 - Perfil de velocidade de Womersley, P1 (bifurcação 1) 
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 Na mesma análise mas para o paciente P3 (figura 36), com estenose, verifica-se que  deverá 
apresentar um valor próximo de 5. 
A tabela 5 compara os valores calculados para  , para o raio maior e menor de cada paciente. 
No que respeita à frequência cardíaca a tabela mostra que existem diferenças de quinze 
batimentos por minuto entre pacientes o que implica alterações de   e consequentemente da 
magnitude de velocidades. O paciente P2 apresenta velocidades no pico sistólico na CCA 
significativamente maiores que as verificadas em P1 e P3 na CCA. Este fato pode justificar a 
necessidade de utilizar um   maior nesta situação para melhor aproximar a velocidade para o 
paciente P2. 
O valor de   adotado para às três artérias em estudo é o calculado utilizando o valor do raio 
maior medido para cada paciente. Contudo para a bifurcação 17 procedeu-se à análise da 
variação deste parâmetro. 
Tabela 5 - Números de Womersley P1, P2 e P3 
 
 
Frequência 
cardíaca (bpm) 
 raio maior  raio menor 
Velocidade 
máxima (cm/s) 
(CCA) 
P1 (bifurcação 1) 50 4.79 4.03 36 
P2 (bifurcação 7) 65 5.17 4.31 62 
P3 (bifurcação 17) 52 5.39 5.01 37 
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Figura 36 - - Perfil de velocidade de Womersley, P1 (bifurcação 7) 
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Com a geometria e as condições fronteira definidas procedeu-se à geração da malha de 
volumes finitos. Para geração da malha e posterior análise utilizou-se o software comercial 
FLUENT.  
As figuras 37 e 38 apresentam as condições impostas para geração da malha e a malha obtida.  
Na tabela 6 mostram-se os valores obtidos relativamente ao número de elementos da malhas 
geradas para cada paciente. 
Tabela 6 - Características das malhas de volumes finitos geradas 
 P1 (bifurcação 1) P2 (bifurcação 17) P3 (bifurcação 7) 
Nós  61854 62991 118512 
Elementos 315468 336197 403464 
 
 
Figura 38 - Condições da malha 
Figura 37 - Malha de volumes finitos, bifurcação 17 
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A inserção das condições fronteira (perfil de womersley) no software foi realizada através de 
um ficheiro, designado UDF (user defined funtion), anexo C, fornecido no fórum CFD-online 
e adaptado às condições de velocidade específicas de cada paciente.  
É necessário para tal definir as secções de entrada e de saída e da parede envolvente como 
“Named selections”, figura 39. 
As condições fronteira nas secções de saída da ICA e ECA são impostas utilizando uma 
distribuição do caudal ICA/ECA igual a 70/30 (Khader et al. 2011). Cálculos com as 
medições experimentais obtidas para estimar esta distribuição são efetuados para o pico 
sistólico, tabela 7, concluindo-se que a conservação de caudal não é verificada. Nesses casos, 
estudos semelhantes sugerem que a distribuição de caudal não conservado seja feita segundo 
o rácio obtido. Com efeito, os valores são muito próximos do rácio sugerido inicialmente, 
ICA/ECA 73/26, fato que nos leva a adotar a distribuição ICA/ECA igual a 70/30(Hoi et al. 
2010b). 
Tabela 7 - Distribuição de caudal ICA/ECA 
Caudal 
3( / )cm s  CCA ICA ECA ICA + ECA 
Não 
conservado 
Pico sistólico 17.61 11.56 4.07 15.63 1.98 
Rácio s/ 
conservação 
100% 66% 23% 89% 11% 
Rácio c/ 
conservação 
 73% 26% 99% <1% 
 
Figura 39 - Definição das secções da artéria ( "Named Selections") 
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Ainda no FLUENT a opção de escoamento transiente é selecionada. Seguidamente é 
necessário definir no mesmo qual o método de solução a adotar. Na figura 40, apresentam-se 
as opções escolhidas segundo o manual do software. 
A simulação foi realizada para um total de três ciclos cardíacos completos, perfazendo um 
total de 552 “timesteps” com um intervalo de tempo constante e igual a 0.005 s. Para análise 
dos resultados considerou-se o terceiro ciclo. Cada simulação realizada demorou cerca de oito 
horas num computador HP, com processador Intel Core 2 Quad Q9300 a 2.5Ghz com 6MB de 
Cache L2 e 4GB de RAM, disponibilizado pela DEMEC/IDEMEC. 
3.6 Pós-processamento  
 
Um dos resultados da análise efetuada são as tensões de corte em cada nó da superfície, 
necessárias para calcular os índices OSI, TAWSS e RRT. 
As forças hemodinâmicas, em particular a tensão de corte na parede, WSS, desempenha um 
papel relevante no aparecimento e desenvolvimento de patologias inerentes às paredes das 
artérias (Morbiducci et al. 2010). Valores baixos da WSS e oscilações temporais elevadas são 
fatores críticos para a formação de placas de aterosclerose (Morland 2013; Davies et al. 2002; 
Malek, Alper, e Izumo 1999; Ku et al. 1985). Com efeito, o estudo dos índices 
hemodinâmicos dependentes da WSS são importantes para o estudo da previsão do 
desenvolvimento da aterosclerose. As equações 3.13 a 3.15 representam a forma de cálculo 
dos índices TAWSS, OSI e RRT, onde T representa o período inerente a um ciclo cardíaco, 
WSS as tensões de corte na parede, s  a secção da artéria e t  o instante de tempo. 
0
1 ( , )
T
TAWSS WSS s t dt
T
   3.13 
Figura 40 - Metodologia da solução utilizada no FLUENT 
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Da equação 3.13 verifica-se que o índice TAWSS é calculado integrando a tensão de corte na 
parede para cada nó. Valores baixos para TAWSS, até 0.4 Pa são propícios ao aparecimento 
da aterosclerose. Valores acima de 1.5 Pa indicam desenvolvimento de estenose na região. 
Valores muito altos para a TAWSS (15-45 Pa) podem levar a problemas como a hemólise,  ou 
seja , ao rompimento de uma hemácia (Ku et al. 1985). 
O OSI é utilizado para identificar as regiões da artéria submetidas a grandes variações da 
WSS. Nas artérias em estudo espera-se que este parâmetro seja maior na zona da bifurcação e 
locais de maior turbulência, associados à formação de vórtices. Valores próximos do valor 
máximo, igual a 0.5 ocorrem em zonas onde a direção do escoamento e da WSS apresentam 
maiores desvios durante grande parte do ciclo cardíaco (Zeng e Li 2013; He e Ku 1996). 
H. A. Himburg no seu estudo demostrou que o tempo de estagnação das partículas perto da 
parede é proporcional à combinação dos parâmetros OSI e TAWSS (Himburg et al. 2004). 
Posteriormente outros autores recomendaram o índice RRT como um parâmetro robusto 
capaz de caracterizar as zonas de estagnação e de refluxo com consequente variação da tensão 
de corte (Lee, Antiga, e Steinman 2009). 
Importa ainda referir que, para obtenção dos parâmetros enunciados, criaram-se ao longo da 
simulação e para cada intervalo de tempo considerado, 0.005 s, ficheiros de dados 
correspondentes aos valores das tensões segundo as três direções principais x , y e z  para 
cada nó da malha. Assim, foi possível construir de forma expedita a matriz tensões 
elementares ao longo do tempo, para posteriormente se calcular os integrais correspondentes 
aos índices hemodinâmicos pretendidos. 
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4 Apresentação e discussão dos resultados encontrados 
 
O objetivo deste trabalho é o estudo do fluxo sanguíneo na bifurcação da carótida comum 
utilizando o perfil de velocidades de Womersley para definição das condições fronteira na 
secção de entrada. Para o efeito utilizou-se o programa comercial FLUENT. Neste capítulo 
apresentam-se os resultados e compara-se a hemodinâmica da bifurcação da carótida comum 
para três pacientes. O paciente P1, bifurcação 1, não apresenta placa de aterosclerose visível 
enquanto os pacientes P2 e P3, bifurcações 17 e 7 respetivamente, apresentam uma placa na 
artéria carótida interna.  
4.1 Grau de estenose 
 
O grau local e distal de estenose das bifurcações estudadas (equações 3.1 e 3.2) é agora 
calculado. Na figura 41 apresenta-se as respetivas estenoses para os pacientes P2 e P3.A 
tabela 8 mostra os valores dos diâmetros obtidos através das imagens Doppler. Verifica-se 
que o grau de estenose da bifurcação 7 é menor que o da bifurcação 17. Os dois casos 
apresentados são recomendados para acompanhamento uma vez que só são passíveis de 
intervenção cirúrgica as carótidas que apresentam um grau de estenose local de cerca de 80%.  
 
Tabela 8 - Classificação e comparação do grau de estenose 
 P2 (Bifurcação 17) P3 (Bifurcação 7) 
RD  (lúmen residual) [cm] 0.21 0.41 
LD  (lúmen local) [cm] 0.62 0.85 
DICAD  (diâmetro ICA) [cm] 0.41 0.51 
LG  (% estenose local) 66% 52% 
DG  (% estenose distal) 49% 20% 
 
Figura 41 - Identificação das estenoses, P2 (bifurcação 17) e P3 (bifurcação 7) 
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4.2 Velocidades  
 
O gráfico da figura 42 mostra as aproximações para a velocidade no centro da carótida 
comum (paciente P2) quando se utiliza o software DAGRA para leitura dos valores dados 
pelas observações Doppler, utilizando a série de Fourier obtida no MATLAB e as velocidades 
obtidas na simulação numérica adotando o perfil de velocidades de Womersley. 
Os resultados apresentados neste capítulo são obtidos depois de efetuadas simulações para 
três ciclos cardíacos. A nossa análise foi efetuada em três instantes do ciclo cardíaco, o pico 
sistólico (PS), a meio da desaceleração (MD) e a diástole (ED) representados na figura 43. 
Analisando a figura 43, verifica-se que estão representados quatro pontos de interesse, 
contudo apenas iremos focar nos três assinalados, uma vez que o indicado como segundo pico 
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Figura 42 - Valores de velocidade à entrada da CCA, bifurcação 17 
Figura 43 - Pontos característicos de um ciclo cardíaco (Lee et al. 2008) 
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sistólico (iii) nem sempre é fácil de evidenciar principalmente se a artéria em estudo possuir 
estenose. 
As diferenças encontrados na figura 42 durante o pico sistólico e a diástole podem ser 
justificados pelo fato de termos considerados as paredes das artérias rígidas. 
No gráfico da figura 44 evidencia-se a sensibilidade do perfil de velocidades de Womersley 
relativamente ao parâmetro de Womersley (paciente P2). Os valores do número de 
Womersley considerados são os da tabela 4, considerando o raio menor, maior e o valor 
máximo atribuído a  . 
Constata-se uma vez mais que o valor para o número de Womersley de cerca de 7,5 é o que 
melhor aproxima a função, principalmente nas zonas do pico sistólico e diástole. Na zona da 
desaceleração cardíaca verifica-se que todas as aproximações são bastante satisfatórias.  
Nas figuras 45 a 47 apresentam-se as observações Doppler efetuadas para medição da 
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Figura 44 - Velocidades de Womersley obtidas considerando vários valores de : 4.31, 5.17 e 7.41 
Figura 45 - Velocidade experimental 1 (Doppler), bifurcação 17, P2 
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velocidade ao longo da bifurcação da carótida comum para a bifurcação 17. A tabela contida 
em cada imagem apresenta os valores de velocidade medidos para o pico sistólico (PS) e 
diástole (ED). 
Em primeiro lugar comparam-se os valores das velocidades medidas durante o exame com os 
obtidos na simulação numérica (figuras 48 a 53) para o pico sistólico e diástole, considerando 
os três valores do número de Womersley referidos anteriormente.  
 
 
Figura 46 - Velocidade experimental 2 (Doppler), bifurcação 17, P2 
Figura 47 - Velocidades experimentais nas regiões 3 a 6 (Doppler), bifurcação 17, P2 
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A figura 48 mostra que a aproximação considerando um valor de 4.31   apresenta desvios 
consideráveis, principalmente a meio da CCA. 
Figura 48 - Campo de velocidades no pico sistólico. Comparação entre valores experimentais e 
numéricos (CFD) para α=4,31 
Figura 49 - Campo de velocidades no pico sistólico. Comparação entre valores experimentais e 
numéricos (CFD) para α=5,17 
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Verifica-se para o paciente P2 que à medida que se vai aumentando o valor de   a 
aproximação melhora. 
Este efeito é particularmente notório comparando os valores da simulação com os 
experimentais a meio da CCA para o pico sistólico (figuras 48 a 50). Nas figuras 51 a 53 
Figura 50 - Campo de velocidades no pico sistólico. Comparação entre valores 
experimentais e numéricos (CFD) para α=7,41
Figura 51 - Campo de velocidades na diástole. Comparação entre valores experimentais e 
numéricos (CFD) para α=4,31 
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apresentam-se os valores obtidos para a diástole. Verifica-se que os valores de velocidade 
apresentam desvios muito grandes face aos valores experimentais. O aumento do número de 
Womersley também não reflete efeitos significativos na solução na diástole.  
 
Figura 53 - Campo de velocidades na diástole. Comparação entre valores experimentais e 
numéricos (CFD) para α=5,17 
Figura 52 - Campo de velocidades na diástole. Comparação entre valores experimentais e 
numéricos (CFD) para α=7,41 
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As tabelas 9 e 10, apresentam a comparação entre os vários valores de velocidade medidos 
experimentalmente e obtidos na simulação bem como os respetivos erros ( a localização das 
secção 1 a 6, está apresentada na tabela 2). Constata-se a partir da tabela 5 que as velocidades 
obtidas na simulação são bastante próximas das medidas experimentalmente para o instante 
correspondente ao pico sistólico ao longo de toda a artéria. Este efeito é particularmente 
notório considerando o aumento do número de Womersley. Todavia, verifica-se que os 
valores obtidos na diástole apresentam desvios significativos dos experimentais, tabela 6. 
Esses desvios são cada vez maiores quanto mais afastados do local de entrada do fluido, CCA, 
onde as condições de velocidade são impostas. A consideração da distribuição de caudal 
constante e definida de acordo com valores experimentais correspondentes ao pico sistólica 
justifica as discrepâncias encontradas. Além disso o fato de se ter considerado as paredes das 
artérias rígidas também pode contribuir para estes resultados.  
Tabela 9 – Valores de velocidades obtidos para zona do pico sistólico e respetivos erros 
Velocidades [cm/s] 1 2 3 4 5 6 
Sístole 
Doppler 62.28 47.48 89.97 76.85 87.54 42.32 
CFD α=4.31 72.81 52.81 92.67 84.17 95.41 56.36 
CFD α=5.1 69.65 49.53 91.48 84.13 95.11 53.37 
CFD α=7.41 65.86 47.93 90.49 84.05 94.49 52.11 
Erro α=4.31 17% 11% 3% 10% 9% 33% 
Erro α=5.17 12% 4% 2% 9% 9% 26% 
Erro α=7.41 6% 1% 1% 9% 8% 23% 
 
Tabela 10 - Valores de velocidades obtidos para a diástole e respetivos erros 
Velocidades [cm/s] 1 2 3 4 5 6 
Diástole 
Doppler 15.73 17.49 33.11 29.36 42.54 10.41 
CFD α=4.31 3.50 3.71 2.76 2.32 2.66 1.22 
CFD α=5.1 4.30 4.41 3.16 2.67 2.62 1.31 
CFD α=7.41 6.40 4.74 3.86 2.65 2.65 1.51 
Erro α=4.31 78% 79% 92% 92% 94% 88% 
Erro α=5.17 73% 75% 90% 91% 94% 87% 
Erro α=7.41 59% 73% 88% 91% 94% 85% 
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O erro máximo verificado no pico sistólico é igual a 33% enquanto na diástole chega a atingir 
desvios de 92%. Com o aumento do número de Womersley verifica-se no pico sistólico 
efeitos positivos na aproximação baixando assim o erro máximo para 23% na ECA e menos 
de 10% nos outros locais de referência da artéria. Na diástole mesmo aumentando o valor de 
  não se obtém valores satisfatórios.  
Apenas se considerou a variação do número da Womersley para este paciente uma vez que 
para os outros pacientes o número de Womersley calculado a partir dos valores experimentais 
conduziu a bons resultados. 
Analisando as linhas de corrente de velocidade (pathlines) obtidas através da simulação por 
CFD no FLUENT, identifica-se claramente as zonas de formação de vórtices/turbulência. A 
figura 54 evidência essas zonas para três instantes do ciclo cardíaco, o pico sistólico (à 
esquerda), desaceleração cardíaca (ao centro) e diástole (à direita). O aparecimento destas 
zonas sugere que estas são as mais suscetíveis de formação de placas de aterosclerose. 
As figuras 55 e 56 comparam as velocidades para os três pacientes no pico sistólico e a meio 
da desaceleração cardíaca respetivamente. 
Da observação das figuras verifica-se aumento da velocidade na zona de estenose. De 
destacar ainda que a presença de estenose modifica claramente a região onde as velocidades 
são mais elevadas. Assim nas carótidas que apresentam estenose a velocidade máxima 
verifica-se na ICA e não na ECA como acontece para a bifurcação sem estenose visível.  
Ainda se pode concluir que as zonas de recirculação são maiores a meio da desaceleração 
cardíaca de acordo com o esperado. 
Figura 54 – Identificação das zonas de turbulência 
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Para a carótida P1 esta zona verifica-se no seio carotídeo; para os pacientes P2 e P3 as zonas 
de estagnação estão situadas na parede exterior da ICA nas regiões proximal e distal da 
estenose.  
Figura 55 - Campo de velocidades no pico sistólico. Comparação entre valores dos 
pacientes P1, P2 e P3 
Figura 56 - Campo de velocidades a meio da desaceleração cardíaca. Comparação entre valores dos 
pacientes P1, P2 e P3 
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4.3 Tensões e Índices Hemodinâmicos 
 
Nas figuras 57 a 59 apresentam-se os campos da tensão de corte na parede (WSS) para os 
mesmos instantes do ciclo cardíaco considerados anteriormente. Novamente nesta análise 
consideram-se três valores para o número de Womersley. Durante o pico sistólico, figura 57, 
podemos afirmar que o campo de tensões de corte não é sensível à variação do valor de   
apresentando variações próximas de 1 Pa. 
O mesmo se verifica para os outros instantes do ciclo cardíaco analisados, meia da 
desaceleração cardíaca e diástole (figuras 58 e 59). 
Figura 57 - WSS para α=4.31, α=5.17 e α=7.41, pico sistólico, paciente P2 
Figura 58 – WSS para α=4.31, α=5.17 e α=7.41, meio da desaceleração cardíaca, paciente P2 
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 As regiões onde a WSS é mais elevada, é como esperado na parede interna da artéria carótida 
externa junto à bifurcação e na zona da estenose (figura 60).  
 
Neste trabalho efetua-se a comparação do campo de tensões de corte na parede e dos índices 
hemodinâmicos dependentes da WSS para os mesmos pacientes.  
A figura 61 apresenta o campo de tensões de WSS durante o pico sistólica para as três 
bifurcações estudadas, uma sem estenose e duas com graus elevados de estenose. 
Figura 59 – WSS para α=4.31, α=5.17 e α=7.41, diástole, paciente P2 
Figura 60 - WSS, bifurcação 17, pico sistólico, paciente P2 
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O paciente P1 apresenta tensões baixas no seio carotídeo correspondente a zonas de 
estagnação. Os dois pacientes, com estenose na ICA, também apresentam zonas com baixos 
valores de WSS nas zonas proximal e distal das estenoses Todas elas apresentam valores 
elevados de WSS na parede interna da ECA. Os pacientes P2 e P3 apresentam tensões 
elevadas nas paredes interiores e exteriores da ICA na zona da estenose. Apesar do paciente 
P3 apresentar uma bifurcação com um grau de estenose de 52 % apresenta valores de tensão 
de corte na parede máximos iguais a praticamente o dobro dos verificados na bifurcação do 
paciente P2 que tem uma bifurcação com um grau de estenose maior, 66%. 
Este fato pode ser explicado pela geometria da bifurcação da artéria carótida do paciente P3 
em que se verifica uma diminuição brusca da secção do lúmen na zona da estenose, o que 
provoca um gradiente elevado do campo de velocidades e consequentemente das tensões.. 
O cálculo dos índices hemodinâmicos TAWSS, OSI e RRT foi efetuado utilizando uma folha 
de cálculo criada no programa EXCEL. Obtidos os valores dos três índices gerou-se um 
ficheiro que o Programa FLUENT utilizou no pós-processamento (figuras 62 a 64). 
Figura 61 - WSS para pacientes P1, P2 e P3 no pico sistólico  
Figura 62 - TAWSS, comparação entre pacientes P1, P2 e P3 
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O índice hemodinâmico TAWSS apresenta valores baixos na origem da ICA para as três 
geometrias estudadas sugerindo assim que estas zonas são propícias à formação de placas de 
aterosclerose (Morbiducci et al. 2010; Lee, Antiga, e Steinman 2009). 
Os outros dois índices hemodinâmicos, OSI e RRT, apresentam valores elevados na mesma 
região. O OSI destaca a zona onde a WSS vai apresentar direção diferente do escoamento 
durante um maior período de tempo e o RRT evidência os locais de estagnação do fluxo. 
A TAWSS apresenta também valores baixos na ECA, identificando-a como uma região de 
fluxo anormal. 
Os três índices hemodinâmicos conseguem então capturar perturbações do fluxo sanguíneo 
nas mesmas regiões da bifurcação da artéria carótida sugerindo assim que essas são as zonas 
de formação de patologias associadas à aterosclerose.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Além disso se compararmos a figura 54 onde se apresenta as zonas de turbulência para os três 
instantes do ciclo cardíaco analisados verifica-se que coincidem com as regiões identificadas 
pelos índices hemodinâmicos como regiões de fluxo anormal tanto na ICA como na ECA.  
Figura 63 - OSI, comparação entre pacientes P1, P2 e P3 
Figura 64 - RRT, comparação entre pacientes P1, P2 e P3 
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5 Conclusões e perspetivas de trabalho futuro 
 
Os modelos computacionais estão em constante crescimento no estudo do sistema 
cardiovascular. O objetivo deste trabalho foi o estudo da hemodinâmica da bifurcação da 
carótida comum. Os modelos tridimensionais construídos permitiram o estudo e comparação 
do escoamento sanguíneo nas artérias carótidas em três pacientes.  
Um modelo numérico elimina custos e riscos sendo capaz de fornecer dados impossíveis de 
adquirir experimentalmente tal como as tensões de corte nas paredes das artérias e os índices 
hemodinâmicas baseados nas tensões de corte. 
Neste trabalho o método desenvolvido para modelação do escoamento sanguíneo permitiu 
obter resultados fiáveis. Verificou-se que a aproximação do campo de velocidades dependia 
do valor atribuído ao número de Womersley. Para os estudos apresentados utilizou-se para a 
definição deste parâmetro o diâmetro maior da carótida comum medido experimentalmente. 
Pode-se concluir que a distribuição das tensões de corte na parede é independente do 
parâmetro  .  
Em todas as bifurcações da artéria carótida foi possível identificar zonas estagnação e 
recirculação no seio carotídeo. Nas artérias que apresentam estenose também foi possível 
observar zonas de estagnação situadas na parede exterior da ICA nas regiões proximal e distal 
da estenose.  
Os modelos criados também permitiram identificar elevadas tensões de corte na parede 
interna da artéria carótida externa junto à bifurcação em todos os pacientes. Nas carótidas com 
estenose e na zona da estenose ocorrem tensões elevadas nas paredes (interior e exterior) da 
ICA na zona da estenose. Além disso, como seria de esperar também se verificam zonas com 
baixos valores de WSS nas zonas proximal e distal das estenoses. 
Todos os três parâmetros hemodinâmicos estudados foram capazes de identificar fluxo 
anormal na origem da ICA o que está de acordo com o fato das placas ocorrerem 
principalmente na ICA, junto ao seio carotídeo. 
Estes resultados mostram que a existência de placas está associada a locais de perturbação de 
fluxo o que pode ser importante na progressão destas lesões. Esta identificação possibilita a 
utilização da simulação numérica para o estudo de problemas vasculares ajudando na 
definição do diagnóstico e tratamento da aterosclerose carotídea.  
No futuro é importante considerar a distribuição do caudal ICA/ECA variável ao longo do 
ciclo cardíaco de acordo com as observações Doppler. A validação dos resultados também 
poderá ser efetuada comparando os caudais obtidos para diferentes números de Womersley 
com as observações Doppler, de acordo com literatura recente (Berselli et al. 2013, Ponzini et 
al. 2010; Ponzini et al. 2006). 
Sendo assim, o método utilizado no desenvolvimento deste trabalho e apresentado no 18th  
encontro Europeu da sociedade de Neurossonologia e Hemodinâmica Cerebral (Sousa et al. 
2013), poderá no futuro ser utilizado como uma ferramenta auxiliar da prática clinica.  
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ANEXO A: Código MATLAB para as aproximações de velocidade e 
obtenção do perfil de velocidades de Womersley 
 
No presente anexo só se apresenta a programação desenvolvida; em formato digital 
encontram-se os ficheiros completos com os dados específicos respeitantes a cada paciente. 
 
%% Estudo Hemodinâmico da Bifurcação da Artéria carótida tendo 
% em vista a Aplicação Hospitalar 
% Mário César Ferreira em04129@fe.up.pt 
% 20/03/2013 
  
clear all  
close all  
clc 
  
t=[...]; % vetor tempo para cada paciente [s] 
  
v=[...]; % vetor velocidade para cada paciente [cm/s] 
  
  
%velocidade deve passar cm/s (aplicar conversão se necessário)  
  
v1=v 
  
f1=fit(t,v1,'fourier8') 
  
% Coeficiente de Fourier obtidos em series de senos e cossenos 
  
       a0 =       30.32 ; 
       a1 =       1.512 ; 
       b1 =     -0.7621 ; 
       a2 =      -8.057 ; 
       b2 =       14.68 ; 
       a3 =      0.5494 ; 
       b3 =       2.496 ; 
       a4 =      -6.492 ; 
       b4 =      -3.203 ; 
       a5 =       -1.82 ; 
       b5 =       0.323 ; 
       a6 =       1.336 ; 
       b6 =      -1.355 ; 
       a7 =      0.5291 ; 
       b7 =     -0.2392 ; 
       a8 =      -1.441 ; 
       b8 =        1.54 ; 
       w =       3.341  ; 
        
              
x=0:0.005:2.779*1.62; 
  
f1= 
a0+a1*cos(x*w)+b1*sin(x*w)+a2*cos(2*x*w)+b2*sin(2*x*w)+a3*cos(3*x*w)+b3*sin
(3*x*w)+a4*cos(4*x*w)+b4*sin(4*x*w)+a5*cos(5*x*w)+b5*sin(5*x*w)+a6*cos(6*x*
w)+b6*sin(6*x*w)+a7*cos(7*x*w)+b7*sin(7*x*w)+a8*cos(8*x*w)+b8*sin(8*x*w); 
        
%% Grafico da velocidade [pontos] 
figure('Name','Velocidade Doopler Vs aproximação Fourier'); hold on 
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figure('Name','Velocidade Doopler Vs aproximação Fourier'); hold on 
plot(t,v1,'*-.k','LineWidth',0.05);  
plot(x,f1,'.','LineWidth',0.15) 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('velocidade (cm/s)') 
title('Velocidade no centro da carótida [65 bpm]') 
legend('V_r_e_a_l','Aproximação Fourier','Location','best') 
  
%% Serie de fourier,cossenos e fase + angulo de fase 
  
%coeficientes 
c0=a0; 
c1=sqrt((a1^2)+(b1^2)); 
c2=sqrt((a2^2)+(b2^2)); 
c3=sqrt((a3^2)+(b3^2)); 
c4=sqrt((a4^2)+(b4^2)); 
c5=sqrt((a5^2)+(b5^2)); 
c6=sqrt((a6^2)+(b6^2)); 
c7=sqrt((a7^2)+(b7^2)); 
%Fases 
fasep=pi;% angulo de fase 
  
phi1=atan(b1/a1)+fasep; 
phi2=atan(b2/a2)+fasep; 
phi3=atan(b3/a3)+fasep; 
phi4=atan(b4/a4)+fasep; 
phi5=atan(b5/a5)+fasep; 
phi6=atan(b6/a6)+fasep; 
phi7=atan(b7/a7)+fasep; 
  
trans1=0; %translação da função 
  
f2=c0+c1*cos(w*(x-trans1)-phi1)+c2*cos(2*w*(x-trans1)-phi2)+c3*cos(3*w*(x-
trans1)-phi3)+c4*cos(4*w*(x-trans1)-phi4)+c5*cos(5*w*(x-trans1)-
phi5)+c6*cos(6*w*(x-trans1)-phi6)+c7*cos(7*w*(x-trans1)-phi7); 
  
%% Grafico da função 
figure('Name','Velocidade Doopler Vs aprox. Fourier "sin+cos" Vs aprox. 
Fourier "cos"'); hold on 
plot(t,v,'*-k','LineWidth',0.8);  
plot(x,f1,'-g') 
plot(x,f2,'-.r','LineWidth',1.5) 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('velocidade (cm/s)') 
title('Velocidade serie de senos e cossenos VS serie cosseno + fase [65 
bpm]') 
legend('V_r_e_a_l','Fourier sin+cos','Fourier cos+fase','Location','best') 
xlim([0 3]) 
ylim([5 70]) 
  
  
%% Calculo das harmonico fundamental 
  
h0=c0; 
h1=c1*cos(w*x-phi1); 
h2=c2*cos(2*w*x-phi2); 
h3=c3*cos(3*w*x-phi3); 
h4=c4*cos(4*w*x-phi4); 
h5=c5*cos(5*w*x-phi5); 
h6=c6*cos(6*w*x-phi6); 
h7=c7*cos(7*w*x-phi7); 
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figure('Name','Aproximações + harmónico fundamental'); hold on 
plot(x,(h2+c0),'LineWidth',1.5); 
plot(t,v,'*-k','LineWidth',0.8);  
plot(x,f1,'-g') 
plot(x,f2,'-.r','LineWidth',1.5) 
title('Aproximações + harmónico fundamental [65 bpm]') 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('velocidade (cm/s)') 
legend('Harmónico fundamental','V_r_e_a_l','Fourier sin+cos','Fourier 
cos+fase','Location','best') 
xlim([0 4.5]);ylim([5 90]); 
%% Representão dos varios harmonicos em serie de cosseno 
figure('Name','Harmónicos') 
% subplot(2,4,1);plot(h0);xlim([0 500]);ylim([-0.15 0.20]); 
subplot(2,4,1);plot(h1,'LineWidth',1.5); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,[2,3]);plot(h2); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,4);plot(h3); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,5);plot(h4); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,6);plot(h5);% 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,7);plot(h6); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
subplot(2,4,8);plot(h7); 
xlim([0 500]);ylim([-20 20]); 
  
  
%% Calculo da termo da pressão 
  
%harmonico fundamental h2=c2*cos(2*w*x-phi2); 
womersley=5.17 
R=0.003 % raio em metros 
mew=0.0035 % Pa.s 
aux1=(1i*mew*womersley^2)/R^2 
modulo=abs(aux1*(besselj(0,((1i^1.5)*womersley))/(1-
besselj(0,((1i^1.5)*womersley))))) 
  
AA=(c2/100)*modulo % termo da pressão /100 para termo da velocidade em m/s 
  
dpdz=1060*(AA*cos(w*x-phi2)); 
  
%% plot do gradiente de pressão 
figure('Name','Gradiente de pressão'); hold on 
plot(x,dpdz*1e-6,'k') 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('dp/dz (mmHg/cm)') 
title('Gradiente de Pressão') 
  
%% calculo do perfil de velocidades de womersley 
%womersley=1 
WO1=3.85 
Rv=-1:0.01:1; 
aux21=(AA*R^2)/(1i*mew*WO1); 
aux31=1-(besselj(0,((1i^1.5)*Rv*WO1))/besselj(0,((1i^1.5)*WO1))); 
velw1=abs(aux21*aux31)*100; 
%womersley=5.17 calculado 
WO2=5.17 
Rv=-1:0.01:1; 
aux22=(AA*R^2)/(1i*mew*WO2); 
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aux32=1-(besselj(0,((1i^1.5)*Rv*WO2))/besselj(0,((1i^1.5)*WO2))); 
velw2=abs(aux22*aux32)*100; 
%womersley=15  
WO3=5.43 
Rv=-1:0.01:1; 
aux23=(AA*R^2)/(1i*mew*WO3); 
aux33=1-(besselj(0,((1i^1.5)*Rv*WO3))/besselj(0,((1i^1.5)*WO3))); 
velw3=abs(aux23*aux33)*100; 
%womersley maximo = 22 arteria aorta 
WO4=7.41 
Rv=-1:0.01:1; 
aux24=(AA*R^2)/(1i*mew*WO4); 
aux34=1-(besselj(0,((1i^1.5)*Rv*WO4))/besselj(0,((1i^1.5)*WO4))); 
velw4=abs(aux24*aux34)*100; 
  
figure('Name','Perfil de velocidade para vários valores de número de 
Womersley'); hold on 
subplot(2,2,1);  
plot(Rv,velw1,'k') 
title('\alpha=3.9') 
subplot(2,2,2); 
plot(Rv,velw2,'k') 
title('\alpha=5.17') 
subplot(2,2,3); 
plot(Rv,velw3,'k') 
title('\alpha=5.43') 
ylim([0 100]) 
subplot(2,2,4); 
plot(Rv,velw4,'k') 
ylim([0 100]) 
title('\alpha=7.41') 
  
%% Womersley "regulavel" 
WO5=22 
Rv=-1:0.01:1; 
aux25=(AA*R^2)/(1i*mew*WO5); 
aux35=1-(besselj(0,((1i^1.5)*Rv*WO5))/besselj(0,((1i^1.5)*WO5))); 
velw5=abs(aux25*aux35)*100; 
figure('Name','Perfil de velocidade de Womersley'); hold on 
plot(Rv,velw5) 
xlabel('Raio') 
ylabel('velocidade [cm/s]') 
title('Perfil de velocidade de Womersley') 
 
  
 
Estudo Hemodinâmico da Bifurcação da Artéria carótida tendo em vista Aplicação Hospitalar 
65 
ANEXO B: Comparação do número de Reynolds e comprimento de 
entrada para os vários pacientes 
  
%% Estudo Hemodinâmico da Bifurcação da Artéria carótida tendo 
% em vista a Aplicação Hospitalar 
% Mário César Ferreira em04129@fe.up.pt 
% 25/03/2013 
  
clear all 
close all 
clc 
  
% Valores obtidos para bifurcação 1  
tbif1=[...] 
Reybif1=[...] 
% Valores obtidos para bifurcação 17 
tbif17=[...] 
Reybif17=[...] 
% Valores obtidos para bifurcação 7 
tbif7=[...] 
Reybif7=[...] 
  
figure('Name','Número de Reynolds');hold on 
plot(tbif1,Reybif1,'--r');  
plot(tbif17,Reybif17,'-'); 
plot(tbif7,Reybif7,'.g'); 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('Numero de Reynolds') 
title('Numero de Reynolds Vs tempo') 
legend('P1(Bif1)','P2 (Bif17)','P3 (Bif7)','Location','best') 
xlim([0 1]) 
ylim([0 1250]) 
  
L1=0.06*Reybif1; 
L17=0.06*Reybif17; 
L7=0.06*Reybif7; 
  
  
figure('Name','Comprimento de entrada');hold on 
plot(tbif1,L1,'--r');  
plot(tbif17,L17); 
plot(tbif7,L7,'.g'); 
xlabel('tempo (s)') 
ylabel('L_e_n_t_r_a_d_a/D') 
title('Comprimento de entrada Vs tempo') 
legend('P1(Bif1)','P2 (Bif17)','P3 (Bif7)','Location','best') 
xlim([0 1]) 
ylim([0 70]) 
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ANEXO C: UDF (user defined function) utilizado para utilização do perfil 
de velocidades de Womersley no FLUENT 
 
No presente anexo só se apresenta a programação utilizada para um paciente, em formato 
digital encontram-se os ficheiros completos com os dados específicos respeitantes às varias 
bifurcações estudadas. 
 
 
#include "udf.h" 
 
 
typedef struct {double r,i;} dcomplex; 
#ifndef PI 
#define PI 3.1415926535 
#endif 
double womervel(double alpha, int nfour, double *An, double *Bn, 
double r, double t); 
double Cabs(); 
dcomplex zbes(int n, dcomplex y); 
dcomplex Cadd(); 
dcomplex Csub(); 
dcomplex Cmul(); 
dcomplex Cplex(); 
dcomplex Cdiv(); 
dcomplex RCmul(); 
DEFINE_PROFILE(womersley, thread, position) 
{ 
double p[ND_ND]; 
double r, r_n, x, y, z, t,q; 
face_t f; 
double An[9] = {30.32,1.512,‐8.057,0.5494,‐6.492,‐1.82,1.336,0.5291,‐1.441}; 
double Bn[9] = {0.0,‐0.7621,14.68,2.496,‐3.203,0.323,‐1.355,‐0.2392,1.54}; 
 
begin_f_loop(f, thread) 
{ 
 
real q = RP_Get_Real("flow‐time"); 
t = q/0.925; 
/*real t = CURRENT_TIME; se houver prob acrescentar antes de definir t acima*/ 
F_CENTROID(p, f, thread); 
x = p[0]; 
y = p[1]; 
z = p[2]; 
r = sqrt(x*x +z*z); 
r_n = r/0.003; /* radius normalized in terms of vessel radius*/ 
F_PROFILE(f, thread, position) =0.01*womervel(5.17, 8, An, Bn, r_n, t); } 
end_f_loop(f, thread) 
} 
 
 
/********************************************************* 
* returns velocity given: 
* alpha = Womersley number based on radiua=2.14 mm, density=1.050gr/cm^3, 
viscosity=0.0035Poise, omega=2*PI; 
* nfour = number of fourier coefficients 
* An = vector of n=0..nfour cosine fourier coefficients 
* Bn = vector of n=0..nfour sine fourier coefficients 
* r_n = radius normalized (must be between 0 and 1) 
* t = time fraction (must be between 0 and 1) 
**********************************************************/ 
Mestrado Integrado em Engenharia Mecânica  
 
68 
double womervel(double alpha, int nfour, double *An, double *Bn, 
double r_n, double t) 
{ 
dcomplex zi,z1; 
double vel,zq_real; 
double kt; 
int k; 
dcomplex za, zar, zJ0, zJ0r, zJ1, zf10, zq, zvel, zcoef, zJ1J0, zexpt, 
zqf10, zJ0rJ0; 
zi = Cplex(0.0,1.0); 
z1 = Cplex(1.0,0.0); 
vel = An[0]*(1‐r_n*r_n); 
for (k=1;k<=nfour;k++) { 
kt = 2.0*PI*k*t; 
za = RCmul(alpha*sqrt(k)/sqrt(2),Cplex(‐1.0,1.0)); 
zar = RCmul(r_n,za); 
zJ0 = zbes(0,za); 
zJ0r = zbes(0,zar); 
zJ1 = zbes(1,za); 
zJ1J0 = Cdiv(zJ1,zJ0); 
zf10 = RCmul( 2.0, Cdiv( zJ1J0,za ) ); 
zcoef = Cplex(An[k],‐Bn[k]); 
zexpt = Cplex(cos(kt),sin(kt)); 
zq = Cmul(zcoef,zexpt); 
zJ0rJ0 = Cdiv(zJ0r,zJ0); 
zqf10=Cmul(zq,Csub(z1,zJ0rJ0)); 
 
zvel = Cdiv(zqf10,Csub(z1,zf10)); 
 
vel += zvel.r; 
} 
return vel; 
} 
dcomplex Cplex(re,im) 
double re,im; 
{ dcomplex c; 
c.r=re; 
c.i=im; 
return c; 
} 
 
dcomplex Cadd(a,b) 
dcomplex a,b; 
{ dcomplex c; 
c.r=a.r+b.r; 
c.i=a.i+b.i; 
return c; 
} 
dcomplex Csub(a,b) 
dcomplex a,b; 
{ dcomplex c; 
c.r=a.r‐b.r; 
c.i=a.i‐b.i; 
return c; 
} 
dcomplex Cmul(a,b) 
dcomplex a,b; 
{ dcomplex c; 
c.r=a.r*b.r‐a.i*b.i; 
c.i=a.i*b.r+a.r*b.i; 
return c; 
} 
 
dcomplex Cdiv(a,b) 
dcomplex a,b; 
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{ dcomplex c; 
double r_c,den; 
if (fabs(b.r) >= fabs(b.i)) { 
r_c=b.i/b.r; 
den=b.r+r_c*b.i; 
c.r=(a.r+r_c*a.i)/den; 
c.i=(a.i‐r_c*a.r)/den; 
} else { 
r_c=b.r/b.i; 
den=b.i+r_c*b.r; 
c.r=(a.r*r_c+a.i)/den; 
c.i=(a.i*r_c‐a.r)/den; 
} 
return c; 
} 
 
double Cabs(z) 
dcomplex z; 
{ double x,y,ans,temp; 
x=fabs(z.r); 
y=fabs(z.i); 
if (x == 0.0) 
ans=y; 
else if (y == 0.0) 
ans=x; 
else if (x > y) { 
temp=y/x; 
ans=x*sqrt(1.0+temp*temp); 
} else { 
temp=x/y; 
ans=y*sqrt(1.0+temp*temp); 
} 
return ans; 
} 
dcomplex RCmul(x,a) 
double x; 
dcomplex a; 
{ dcomplex c; 
c.r=x*a.r; 
c.i=x*a.i; 
return c; 
} 
/* compute the nth order Bessel function given a complex argument */ 
dcomplex zbes(int n, dcomplex y) 
{ 
dcomplex z,zarg,zbes; 
int i; 
zarg = RCmul(‐0.25,Cmul(y,y)); 
z = Cplex(1.0,0.0); 
zbes = Cplex(1.0,0.0); 
i = 1; 
while (Cabs(z)>1e‐20 && i<=10000) { 
z = Cmul(z,RCmul(1.0/i/(i+n),zarg)); 
if (Cabs(z)<=1.e‐20) break; 
zbes = Cadd(zbes,z); 
i++; 
} 
zarg = RCmul(0.5,y); 
for (i=1;i<=n;i++) zbes = Cmul(zbes,zarg); 
return zbes; 
}

Estudo Hemodinâmico da Bifurcação da Artéria carótida tendo em vista Aplicação Hospitalar 
71 
ANEXO D: Artigo publicado na revista Cerebrovascular Diseases “Inter-
individual variations in wall shear stress distributions at the carotid 
artery bifurcation” 
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